56. ro¢nik Matematické olympiddy — 2006,/2007
Ulohy domdciho kola kategorie P

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat podrobny popis pouzitého algoritmu, zdfivodnéni jeho spravnosti a diskusi
o efektivité zvoleného FeSeni (tzn. posouzeni ¢asovych a paméfovych narokd programu).

V tlohéach P-I-1, P-I-2 a P-I-3 je tfeba k feSeni pfipojit odladény program zapsany v jazyce Pascal, C nebo C++.
Program se odevzdévé v pisemné formé (jeho vypis je tedy soucasti FeSeni) i na disketé, aby bylo mozné otestovat jeho
funkénost. Slovni popis feseni musi byt ovSem jasny a srozumitelny, aniz by bylo nutno nahlédnout do zdrojového textu
programu. V tloze P-I-4 je nutnou soucasti feSeni program pro grafomat.

Reseni tloh doméciho kola MO kategorie P vypracujte a odevzdejte nejpozdéji do 15.11.2006. Vzorova feseni tloh
naleznete po tomto datu na Internetu na adrese http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté jsou stéle k dispozici veskeré
aktualni informace o soutézi a také archiv soutéznich tloh a vysledkti minulych roc¢nikd.

P-I-1 Pizza kolem

Marco se rozhodl, ze zuzitkuje své kulinafské i cyklistické dovednosti a zalozi si firmu pro vyrobu a rozvoz pizzy. Firmu
planuje provozovat tak, ze vzdy nejdiive bude shromazdovat objednavky a kdyz jich bude dostatek, tak pizzy upece, sedne
na kolo a rozveze je zdkaznikim. Protoze Marco je lepsi cyklista nez kuchaf, tak zatim ve své nabidce planuje pouze jeden
druh pizzy. Aby se ale odlisil od konkurence, tak pfijima objednavky i na Sestinové ¢asti pizzy. Lze si u néj objednat naptiklad
1/6, 4/6 nebo 15/6 pizzy. Navic, jako specidlni sluzbu zékazniktim, chce Marco pizzy pro kazdého zékaznika dodat co nejméné
rozfezané (aby si zdkaznik sdm mohl rozhodnout, jak si déle pizzu rozdéli). Proto napiiklad 4/6 pizzy chce dodat jako jeden
kus pfislusné velikosti a 15/6 chce dodat jako 2 celé pizzy a k nim jednu polovinu pizzy (Marco chce také dodat co nejvice
pizz vcelku, takZe uspokojeni této objednévky t¥emi kusy velikosti 5/6 nepfipadd v tvahu).

A7 kdyz Marco vsude rozdal letdky propagujici jeho novou firmu, tak si uvédomil, ze diky jeho specidlni sluzbé zakaz-
nikim neni jednoduché zkombinovat objednavky tak, aby mu moc kusi pizzy nezbylo. Obratil se proto na vas, abyste mu
napsali program, ktery by mu s problémem pomohl. Pro zacatek by mu stacil program, ktery na vstupu dostane objednavky
a na vystup vypise, kolik pizz ma Marco napéct.

Format vstupu: Na prvnim faddku vstupniho souboru pizza.in se nachézi celé ¢islo N, 1 < N < 10000 — pocet objedna-
vek. Ve vstupnim souboru pak nasleduje N 1adkt. Kazdy radek popisuje jednu objednévku a obsahuje jedno celé ¢islo c,
1 < ¢ <100, které je pocet objednanych Sestin pizzy.

Format vystupu: Vystupni soubor pizza.out bude obsahovat jedno celé ¢islo p, které znaci nejmensi mozny pocet pizz, které
je tfeba upéct, aby §lo splnit vSechny objednavky a byla dodrzena specidlni sluzba zdkaznikim.

Priklad 1:

pizza.in pizza.out

3 2

2 (z jedné pizzy lze napiiklad ufiznout dva kusy o velikosti 2/6 a z druhé pizzy se ufizne kus
2 velky 3/6)

3

Priklad 2:

pizza.in pizza.out

3 3

4 (kvli pozadavku na dodéni co nejméné roziezanych kouskt pizzy je tfeba pro kazdou objed-
5 navku upéct celou pizzu)

3

P-1-2 Zasypané mésto

Archeolog Bedfich Hrozny zkouma nové nalezené zasypané mésto v pousti. Jako prvni krok se rozhodl, Ze pomoci sonaru
urci, kolik mistnosti mély vSechny domy ve mésté dohromady.

Kus pousté, kde mésto lezelo, si Bedfich pokryl ¢tvercovou siti o rozmérech M x N. Se sonarem postupné projel vsechny
radky takto vytvorené ¢tvercové sité a sva méfeni si zaznamenal. Pro jednoduchost predpokladal, ze pod kazdym polem této
sité se nachéazi bud kameni, nebo pisek. Na zakladé ziskanych dat by rad urcil, kolik mistnosti (souvislych oblasti pisku)
v zasypaném meésté bylo.

SoutéZni tloha: Na vstupu je dan popis zasypaného mésta, které si pfedstavujeme jako ¢tvercovou sit o rozmérech M x N.
Policka ¢tvercové sité jsou popsana po radcich od horniho ke spodnimu a na jednotlivych fadcich postupné zleva doprava.
Bedrfich si sva méreni zapsal pomoci dvojic ¢isel, kde prvni ¢islo znamend pocet policek s piskem a druhé pocet policek
s kamenim. Data ziskan4 ze sonaru tedy tvofi K dvojic nezdpornych ¢isel (p, ¢). Dvojice (p, q) reprezentuje, Ze z nasledujicich
p + ¢ policek je prvnich p policek tvoreno jen piskem a zbyljch g poli¢ek je tvofeno kamenim. Kazdy tsek takovychto p + ¢
policek lezi pouze v jednom Fadku Gtvercové sité, tj. zddna dvojice (p, q) neodpovida tseku poli¢ek na dvou ¢ vice Fadcich.

Vasim tkolem je spocitat pocet mistnosti v zasypaném mésté. Mistnosti se rozumi souvisla oblast pisku, kterd uz
v zddném sméru nejde zvétsit. Dvé policka ¢tvercové sité povazujeme za sousedni, pokud maji spole¢nou hranu, nikoliv jen
vrchol.



Format vstupu: Na prvnim fadku souboru mesto.in se nachézeji tii nezapornd Cisla M, N a K — pocet fadkid a sloupct
Ctvercové sité mésta a pocet dvojic, které popisuji jeji obsah. Je zndmo, ze M i N jsou mensi nez 50 000 a ze K je mensi nez
1000000 000. Kazdy z dalsich K tadkt obsahuje dvé nezdpornd ¢isla p a g, kde p je pocet policek zasypanych piskem a g
je pocet policek, pod kterymi jsou kameny. Policka jsou popsana po fadcich od horniho fadku sité, na jednotlivych radcich
zleva doprava. Navic zadna dvojice (p, ¢) nepopisuje policka obsaZena na vice Fadcich.

Pokud se Vam nepodafi vyfesit tlohy s vySe popsanymi omezenimi na M, N a K, predpokladejte, Ze kazdé M a N jsou
nejvyse 500 a K je nejvyse 100 000.
Format vystupu: Jediny fddek souboru mesto.out by mélo tvofit jediné nezdporné ¢islo — pocet mistnosti v zasypaném
mésté. VSimneéte si, ze pokud pod vSemi policky je jen kameni, bude toto ¢islo rovno nule.

Priklad:

mesto.in mesto.out

447 3 ERER EREN
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11 Zasypané mésto  Zasypané meésto, Mistnosti

01 B kameni jak ho vidi sonar zasypaného mésta
30 O pisek oznacené A, B, C.

P-I-3 Okruzni jizda

Ve Stinové Praze je komplikovany dopravni systém. Tvori ho kfizovatky, navzdjem propojené ulicemi, ale na rozdil
od redlné Prahy muze do jedné kiizovatky vést libovolny pocet ulic. Zajisté chapete, ze fizeni dopravy ve Stinové Praze je
velmi slozité a casto dochézi k nehodam. Radni ve Stinové Praze se rozhodli zlepsit dopravni situaci. Nejprve ze vSech ulic
udélali jednosmeérky, a to tak, Ze do kazdé kiizovatky vchazi alespon jedna ulice a z kazdé kiizovatky vychazi alespon jedna
ulice. Pak navic na kazdé kiizovatce zakdzali jednu moznost odboceni (tedy pfed touto zménou se k¥izovatka, do niz vede
k ulic a z niz vede ¢ ulic, dala projet k¢ zptisoby; nyni je mozné ji projet jen k¢ — 1 zptsoby). Stinovi Prazané si ale zacali
stézovat, ze se nedokazou dostat z domu do prace ¢i naopak. Aby podobné tvrzeni vyvratili, rozhodli se radni dokazat, Ze
se d4 z kazdé ulice dostat do kazdé jiné. Délat to pro kazdou dvojici ulic zvlast by bylo pracné, proto chté&ji nalézt ,,okruzni
jizdu“ — t.j. cyklickou posloupnost ulic takovou, ze vSechna odboceni v ni jsou povolena, nikde se v ni nejede v protisméru
a kazda ulice se v ni vyskytuje pravé jednou. Vsimnéte si, ze takova posloupnost nemusi existovat: napt. pokud existuje
ktizovatka, do které vede méné ulic, nez kolik z ni vychéazi.

Format vstupu: Na prvnim fddku vstupniho souboru okruh.in jsou dvé pfirozend ¢isla n a m, udavajici pocet kiizovatek a
pocet ulic ve Stinové Praze. KiiZzovatky jsou oc¢islovany prirozenymi ¢isly od 1 do n. Néasledujicich m radku popisuje ulice.
Na kazdém z nich je dvojice ¢isel u a v (1 < u,v < n), znamenajici, ze z k¥izovatky u vede jednosmérnd ulice do kiizovatky v.
Mezi dvéma kiizovatkami muze vést v kazdém sméru nejvyse jedna ulice. Déle nasleduje n fadkd, -ty z nich popisuje, jaké
odbodeni je zakdzano na i-té kiiZovatce. Jsou-li na i-tém Fadku éisla v a v (1 < u,v < n), pak jedeme-li po ulici z u do 1,
nesmime odbocit do ulice z ¢ do v.

Format vystupu: Do vystupniho souboru okruh.out vypiSte posloupnost ¢isel vy, va, ..., vy (1 < v; < n pro kazdé @)
takovou, ze:

® 7 v; do vi41 (pro 1 < i < m) vede ulice,
e jedeme-li ulici z v; do v;41, je povoleno odbo¢it do ulice z v;41 do viye (pro 1 <i < m), a
e kazda ulice je pouzita, tj. existuje-li ulice z u do v, pak existuje ¢ tak, ze v; = v a v;41 = v.

Indexy pocitame cyklicky, tj. v;,+1 = v1 a V2 = v2. Pokud existuje vice takovych posloupnosti, vypiste libovolnou z nich.
Pokud takova posloupnost neexistuje, vypiste fetézec ,0kruzni jizda neexistuje..

Priklad 1:

okruh.in okruh.out (jeden ze spravnych vystupt)
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Priklad 2:

okruh.in okruh.out

33 Okruzni jizda neexistuje.
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P-I-4 Grafomat
Studijni text:

Grafem nazveme libovolnou kone¢nou mnozinu V' vrchold grafu spolu s mnozinou E hran, coz jsou neuspoiradané dvojice
vrcholi. Zadné dva vrcholy nejsou spojeny vice hranami, Zzddné hrana nespojuje vrchol se sebou samym.

K-graf budeme fikat takovému grafu, ve kterém s kazdjm vrcholem sousedi pravé K hran a konce téchto hran jsou
oCislovany pfirozenymi ¢isly od 1 do K. Oba konce jedné hrany pfitom mohou byt ocislovany rizné. Pokud budeme hovotit
o hrandch vychézejicich z néjakého vrcholu v, budeme zmitiovat mistni éisla hran (to jsou ¢isla konce, kterym je v) a ¢isla
protéjsi (to jsou ta zbyvajici). Pro kazdy vrchol jsou mistni éisla vSech jeho hran navzajem razna. Nésledujici obrazek ukazuje
priklad 2-grafu a 3-grafu:

Ohodnocenim grafu nazveme pfifazeni prvka néjaké koneéné mnoziny vrcholim grafu — tedy naptiklad rozdéleni vrchola
na cerné a bilé nebo oznaceni vrchold ¢isly od 1 do 5.

Grafomat je zafizeni pro automatické feSeni grafovych tloh. Jeho vstupem je libovolny K-graf G spolu s jeho ohodnoce-
nim; vystupem je néjaké dalsi ohodnoceni téhoz grafu. Samotny vypocet je vykonavan automaty umisténymi v jednotlivych
vrcholech grafu. Kazdy automat mé svou paméf a Fidi se programem. Programy vSech automatt jsou identické, zatimco
pamét ma kazdy automat svoji a mimo to jesté muze nahlizet do paméti svych grafovych sousedt.

Pamét automatu je tvorena koneénym mnozstvim proménnych, které si miizeme predstavit jako pascalské proménné
typu interval. Obsahuji tedy pfirozena ¢isla v néjakém pevném rozsahu, ktery nezévisi na velikosti vstupu. Mimo to je také
mozné pouzivat pole intervalovich proménnych, jejichz indexy jsou opét z pevnych intervalt. Zadné jiné typy proménnych
(neomezené velka ¢isla, ukazatele, ...) pouzit nelze.

Zvlastni roli hraji proménné x a y. Proménné x na poc¢atku vypoctu obsahuje vstupni ohodnoceni toho vrcholu grafu,
ke kterému patii, hodnota proménné y na konci vypoc¢tu uréi vystupni ohodnoceni vrcholu. Vsechny proménné s vyjimkou
proménné xr maji svou poc¢atecni hodnotu pevné urcenu. Deklarace proménnych vypada naptiklad takto:

var x: 1..5; { ¢islo od 1 do 5, na po&atku vstup }
y: 1..5 = 3; { ¢islo od 1 do 5, na polatku 3, na konci vystup }
z: array [1..2] of 3..4 = (3, 4); { pole dvou &isel }

Ridici program automatu si mtizeme piedstavit jako pascalsky program, v némz si zakdZeme pouzivat rekurzi a ktery
bude manipulovat pouze s proménnymi v paméti automatu a pripadné i automati sousednich. Na své vlastni proménné se
automat odkazuje jejich jmény, jako by to byly obycejné pascalské globalni proménné, na proménné sousedt pak konstrukei
S[i].p. Zde i je celoéiselny vyraz s hodnotou 1. .. K, jenZ znaci, o kolikdtého souseda se jednd, tedy mistni éislo hrany, kterou
je soused pripojen; p je jméno libovolné proménné. Proménné sousedui je mozné pouze Cist.

Aby mohl program dévat do souvislost{ své hrany s hranami svych sousedil, mé k dispozici jesté proménné P[1],... P[K],
které jsou pevné nastaveny tak, ze P[i] obsahuje protéjsi ¢islo hrany s mistnim ¢éislem i. Vyraz S[i].S[P[i]].z je tedy totéz
jako samotné z. (Pozor, zatimco druhé S je odkaz na proménnou patfici sousedovi, proménnd P v indexu je opét mistni.)

Vypocet grafomatu probiha v taktech, a to nasledovné: V nultém taktu se proménné vSech automati nastavi na pocatecni
hodnoty a proménné z na vstupni ohodnoceni jednotlivych vrcholid. V kazdém dalsim taktu se pak vzdy jednou spusti program
kazdého automatu, pfi¢emz proménné svych sousedu vidi program ve stavu, v jakém byly na zacatku taktu. Ackoliv tedy
jednotlivé automaty bézi soucasné, nemtize se stat, ze by jeden Cetl z proménné, do které praveé druhy zapisuje.

Vypocet pokracuje tak dlouho, dokud v néjakém taktu vSechny automaty neprovedou piikaz stop. Pak se vypocet
zastavi a z proménnych y grafomat pfecte vystupni ohodnoceni grafu. Pokud pfikaz stop provedou jen nékteré automaty,
vypocet pokracuje, a to i na téchto automatech. Struktura grafu, jakoz i obsah proménnych P ztstava po celou dobu vypoctu
konstantni.



Za c¢asovou sloZitost vypoctu budeme povazovat pocet takti, které ubéhnou do zastaveni. Nijak tedy nezavisi na rychlosti
programi jednotlivych automat. Podobné jako u ¢asové slozitosti klasickych algoritmtt nebudeme hledét na multiplikativni
konstanty a bude néas zajimat pouze asymptotické chovani slozitosti, tedy zda je linearni, kvadraticka, atd. Pfipady, kdy
vypocet neskonci, nebudeme pripoustét, pro uplnost ale dodejme, Ze tehdy se nutné musi hodnoty proménnych periodicky
opakovat.

Priklad 1: Je dén 3-graf a v ném vyznacen jeden vrchol v, a to tak, Ze jeho proménna z bude inicializovana jednickou,
zatimco vSem ostatnim vrcholim nulou. Napiste program pro grafomat, ktery oznaci vSechny vrcholy z vrcholu v dosazitelné
po hranach, a to tak, Ze jejich proménna y bude na konci vypoc¢tu rovna jedné, zatimco u nedosazitelnych vrcholi bude
nulova.

Reseni: Inspirujeme se prohledavanim grafu do sitky. V kazdém taktu se kazdy vrchol podivé, zda néktery z jeho sousedi je
jiz oznacen a pokud ano, také se sdm oznaci. Pokud se oznaceni nezméni, vrchol volanim stop souhlasi se zastavenim. Pribéh
vypoctu tedy bude vypadat tak, Ze v i-tém taktu budou oznaceny ty vrcholy, jejichz vzdalenost od v je mensi nebo rovna i.
Vypocet zastavi, jakmile se hodnoty proménnych pfestanou meénit, tj. po nejvyse NV taktech. Proto je ¢asova slozitost naseho
programu linedrni v po¢tu vrcholt (na rozdil od klasického prichodu do $itky nezévisi na poc¢tu hran).

Program vypada nasledovné:

var x: 0..1; { byl vrchol oznaen ve vstupu? }
y: 0..1 = 0; { je oznacen ted? }
prev: 0..1 = 0; { predchozi stav }
i: 1..3;
begin
prev :=y; { zapamatujeme si, jestli uZz byl oznalen }
if x=1 then y := 1; { pteneseme oznaleni ze vstupu }
for i := 1 to 3 do { podivejme se na v8echny sousedy }
if S[i]l.y <> O then { je-1i i-ty soused oznalen, }
y = 1; { ozna¢ i sebe sama }
if y = prev then stop; { pokud se nic neméni, muZeme kondit }

end.

Piiklad 2: Mé&jme 2-graf slozeny z jediného cyklu sudé délky (tj. z vrcholii odislovanych 0... N — 1, pfi¢em? vrchol 4 je spojen
hranou oznacenou 1 s vrcholem (i + 1) mod N a hranou ozna¢enou 2 s vrcholem (i — 1) mod N; pfiklad takového grafu
pro N = 6 najdete na obrézku na zacétku tohoto textu). V tomto grafu je vyznacen jeden vrchol v. Napiste program pro
grafomat, ktery oznaéi vrchol protilehly k v, tedy vrchol s éislem (v + N/2) mod N.

Reseni: Vysleme ,signal® putujici z vrcholu v ve sméru jedni¢kovych hran rychlosti 1 vrchol za takt a druhy signal putujici
stejnou rychlosti opaénym smeérem. Jakmile néjaky vrchol zjisti, ze do néj pfisly oba signdly, oznaci se a signaly jiz dal
nepredava.

var x: 0..1; { vstupni znacka u vrcholu }
y: 0..1 = 0; { vystupni znacka }
1, r: 0..1 = 0; { uz timto vrcholem proSel signal doleva a doprava? }
begin
if x=1 then { za&iname posilat }
begin x :=0; 1 :=1; r :=1; end
else if (S[2].1=1) and (S[1].r=1) then { signaly se v tomto vrcholu potkaly }

begin y := 1; stop; end

else if (S[2].1=1) and (1=0) then 1 := 1 { ptedame signal doleva }
else if (S[1].r=1) and (r=0) then r := 1 { ptedame signal doprava }
else stop; { nic se ned&je => miZeme konit }

end.

SoutéZzni uloha:

Napiste program pro grafomat, ktery v zadaném 3-grafu s vyznacenymi dvéma vrcholy nalezne nejkratsi cestu vedouci
mezi nimi a vyznaci vrcholy lezici na této cesté. Muzete predpokladat, Ze cesta vzdy existuje. Pokud je nejkratsich cest vice,
vyberte si libovolnou z nich.

Vstup bude tvofen proménnou z, kterd bude v prvnim ze zadanych vrcholti rovna jedné, v druhém dvéma a ve vSech ostatnich
vrcholech nulova.
Vystupem programu bude proménné y ve vrcholech nejkratsi cesty jednickova, jinde nulova.

Pokuste se nalézt takovy program, jehoz casova slozitost bude zaviset pouze na délce sestrojené cesty a ne na velikosti

celého grafu.



