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Resent 1iloh stiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Nahrdelniky

Pro vyfeseni problému ziejmé staci nalézt kédovani nahrdelniki, které je nezéavislé na rotacich a obraceni. Pak dosta-
neme-li zadan puvodni kéd, prekédujeme si ho do nového kédovani a na novy kdd se zeptame stroje. Bude nam tedy stacit
pouze jeden dotaz pro kazdy nédhrdelnik.

Takové kédovani dostaneme naptiklad takto: napiSeme si vSechny kédy daného néhrdelniku a z nich si vybereme
lexikograficky nejmensi. Zbyva tedy vymyslet, jak tento kéd co nejrychleji nalézt. Vyfesme nejprve tlohu bez zrcadleni —
tj. ndhrdelnik smime pouze rotovat. Hledame tedy pro zadany fetézec R jeho lexikograficky nejmensi rotaci, oznacme si ji
R,in- Délku R si oznaéime r.

Budeme si postupné konstruovat mnoziny S; (pro ! mezi 0 a r) podfetézctt R zadanych jejich pocateénim prvkem
a délkou. Pokud se na prvky S; odkazujeme jakou na tseky, mame na mysli tato jejich umisténi v R, pokud se na né
odkazujeme jako na fetézce, mame na mysli hodnotu podfetézce R na dané pozici. VSechny useky uvazujeme cyklicky
podél R, tj. za poslednim pismenem R néasleduje opét jeho prvni pismeno a naopak. S; budou splitovat néasledujici podminky:

® Vsechny tseky v .S; maji délku nanejvys [. Mnozinu tseki z S; délky prave [ si oznacme S a nazyvejme tyto
tiseky aktivni. Podmnozinu S] si v algoritmu udrzujeme zvlast. Useky v S; mohou mit délku 0 — piesnéji
na kazdé pozici, kterd neni obsazena v zadném tseku, si mizeme pfedstavit tsek délky 0.

e Kazdy fetézec v S; je prefixem (pocatednim tsekem) R, Pokud Fetézec s € S; neni aktivni (mZe byt i
délky 0) a c je pismeno po ném néasledujici v R, sc neni prefix R,,i,. Prvky S/ jsou pravé vSechny useky v R
odpovidajici prefixu R, délky [.

e 74dné dva tseky v S; se nepfekryvaji ani na sebe bezprostfedné nenavazuji. Tedy tseky lze sefadit v jejich
cyklickém pofadi podél R a v tomto poradi si je také pamatujeme.

Na zacatku polozime Sy rovnu mnoziné vSech tsekd délky 0 (tj. bude v ni pro kazdou pozici v R jeden tsek délky 0) a
vSechny je prohlasime za aktivni. Tim zfejmé splnime pozadované vlastnosti.

Méme-li S;, zkonstruujeme nésledujici mnozinu timto postupem:

¢ Najdeme minimélni pismeno ¢ nésledujici po tsecich z S]. VSechny tseky z S] po nichz nésleduje ¢ o toto
pismeno prodlouzime. Takto vytvorime mnozinu X.

® X zjevné splituje prvni vlastnost pro S;;1. Druhd je také splnéna, nebot diive aktivni fetézce, které jsme
neprodlouzili, se na nasledujici pozici lisi od minimalniho rozsifeni tseku z 5] a tedy i od Ry, a naopak
kazdy pocatecni usek néjaké minimalni rotace R musel byt v .S] a prosel i do X. Pokud X spliiuje i tfeti
podminku, polozime S;;1 = X a postup opakujeme.

e Necht tedy X tuto podminku porusuje. Useky v X se nemohou piekryvat, protoze tseky z S; se nepiekryvaly,
nenavazovaly na sebe a prodlouzili jsme je pouze o jedno pismeno. Mohou vSak na sebe navazovat. Pokud
na sebe vSechny aktivni tseky cyklicky navazuji, je R periodicky s periodou (I + 1) a jeho minimalni rotace
zacinaji pravé na pozicich v X, tedy jsme hotovi a mizeme jako vysledek vratit libovolnou z nich. Algoritmus
vzdy skoné¢i timto zptsobem, nebot v nejhorsim pripadé aperiodického Fetézce nakonec zkonstruujeme S,
které obsahuje pravé jeden retézec navazujici sdm na sebe.

e Zbyva pripad, kdy sice X tfeti podminku porusuje, avSak nékteré aktivni Giseky na sebe nenavazuji. Neak-
tivni isek nemize navazovat na tsek po ném nasledujici, protoze jsme ho neprodlouzili. Tedy S; se rozlozi
na posloupnosti na sebe navazujicich aktivnich tsekt, pfipadné zakoncenych jednim neaktivnim. Takovou
posloupnost tsekil spojime do jednoho. Délka nejdelsiho spojeného tiseku bud k, pak takto vznikl4 mnoZzina
bude Si. Prvni a tfeti podminka je pro Si splnéna z konstrukce. Podivejme se podrobnéji na platnost druhé
podminky:

Necht aktivni tsek v X odpovid4 fetézci s. Pak kazdy neaktivni tsek je prefixem s (z druhé podminky
pro X), a tedy je-li w = ss...sn aktivni fetézec v Sy, je libovolny jiny fetézec w’ = ss...sn’ jeho prefixem,
nebot n’ je prefix s a pokud w i w’ obsahuji stejny pocet isekt s, n musi byt alespoii tak dlouhé jako n’ a
n' je tedy prefix n.
Prefix R,,in délky k musi byt w, nebot R nemd podietézec délky (I + 1) mensi nez s ani podietézec délky |n|
mensi nez n diky druhé podmince pro X. Jakykoliv fetézec w’ v Sy kratsi nez k se na po ném nésledujici pozici
odlisuje od w, nebot jinak by n’ muselo byt alespoii o tuto jednu pozici delsi. Kazdy tsek R odpovidajici w
je v S}, nebot vSechny jeho poduseky odpovidajici s i n musely byt v X diky druhé podmince.
Tedy i druha podminka je splnéna, coz kon¢i nasi konstrukci.

Tento postup opakujeme, dokud v jeho tfetim kroku neskoncéime. To se nutné stane, nebot kazdym opakovanim konstrukce

prodlouzime aktivni fetézce alesponi o jeden znak.

Spravnost algoritmu byla ukazéna v popisu. Casova slozitost je O(r). To nahlédneme nésledovné:

e V prvnim kroku konstrukce jsou dva piipady — pismeno néasledujici po daném tiseku bud je ¢, nebo neni.
V prvnim pfipadé bude pismeno zahrnuto dovnitf iseku a uz se na néj nikdy nepodivame — to se tedy miize
stat jen r krat, jednou pro kazdé pismeno. V druhém pripadé tsek prestane byt aktivni — to se tseku stane
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nejvyse jednou, nové tseky vznikly jen na zacatku konstrukce a bylo jich r, tedy i toto se stane nejvyse

r-krat.

e Slozitost ostatnich kroka je imérnad poctu aktivnich tseki. Nicméné i slozitost prvniho kroku je timérna

tomuto poctu, a o ni jsme pravé ukazali, Ze je O(r).

Pamétova slozitost je také O(r), nebotf v linedrnim ¢ase nestihneme vic paméti pouzit.

Zbyvéa oSettit zrcadleni. To je ovSem snadné — nalezneme minimalni rotaci pro obé zrcadlové symetrické varianty a z nich

vezmeme tu mensi. Tim zachovame linearni ¢asovou slozitost.

program Collector;

const MaxN = 100;

function ReverseString (var s string) string;
var i, n : integer;
rev : string;
begin
n := length (s);
rev := ’7;
for i := n downto 1 do
rev := rev + s[i];
ReverseString := rev;
end;
function RotateString (var s : string; k : integer)
var i, n : integer;
rot : string;
begin
n := length (s);
rot := ’’;
for i := k to n do
rot := rot + s[il;
for i :=1tok -1 do
rot := rot + s[i];

RotateString := rot;
end;

{ ptevede index v cyklickém fet&zci do intervalu 1

function RotIndex (idx, total integer) integer;
begin
while idx < 1 do
idx := idx + total;

while idx > total do
idx := idx - total;
RotIndex := idx;

{ obrati retézec }

string; { zrotuje fetézec }

total }

{ seznam aktivnich pozic }

{ pocet aktivnich pozic }

{ délka aktivnich Ffeté&zcid }

{ délka tdseku zacinajiciho na dané pozici }

{ rozsi¥i aktivni dseky o pismeno }

end;
var activePositions : array [1 MaxN] of integer;
nActivePositions integer;
activelLength : integer;
segmentLength : array [1 MaxN ] of integer;
procedure ExtendByLetter (var s : string);
var i, tActivePositions, position : integer;
ch, minCh : char;
begin
minCh := s[RotIndex (activePositions[1] + activeLength, length (s))];

2 to nActivePositions do

for i
begin

ch := s[RotIndex (activePositions[i] + activelength, length (s))];

if ch < minCh then
minCh := ch;
end;

tActivePositions := 0;



for i := 1 to nActivePositions do
begin
position := activePositions[i];
if s[RotIndex (position + activelLength, length (s))] = minCh then
begin
inc (tActivePositions);
activePositions[tActivePositions] := position;
inc (segmentLength[position]);
end;
end;
nActivePositions := tActivePositions;

inc (activelength);
end;

{ zkontroluje, zda dva tseky na sebe navazuji }
function ConsecutiveSegments (ul, u2, len : integer) : boolean;
var posl, pos2, el : integer;

begin
posl := activePositions[ul];
el := RotIndex (posl + segmentLength[posi], len);
pos2 := activePositions[u2];
ConsecutiveSegments := el = pos2;
end;

{ spoji po sobé& nasledujici useky }
procedure MergeSegments (len : integer);
var i, j, tActivePositions, position, endPosition, tActivelLength: integer;
pActivePositions : array [1 .. MaxN] of integer;
begin
tActivePositions := 0;
tActiveLength := activelength;

for i := 1 to nActivePositions do
begin
if ConsecutiveSegments (rotIndex (i - 1, nActivePositions), i, len) then
continue;
position := activePositions[i];
j o= 1i;
while ConsecutiveSegments (j, rotIndex (j + 1, nActivePositions), len) do
begin
j := rotIndex (j + 1, nActivePositions);
inc (segmentLength[position], activeLength);
end;
endPosition := rotIndex (activePositions[j] + activeLength, len);

inc (segmentLength[position], segmentLength[endPosition]);

if segmentLength[position] > tActiveLength then
tActiveLength := segmentLength[position];

inc (tActivePositions);
pActivePositions[tActivePositions] := position;
end;

nActivePositions := 0;
for i := 1 to tActivePositions do
begin
position := pActivePositions[i];
if segmentLength[position] = tActivelength then
begin
inc (nActivePositions);
activePositions[nActivePositions] := position;
end;
end;



activelength := tActivelength;
end;

{ nalezne lexikograficky nejmensi rotaci Fetézce }
function MinimalRotation (var s : string) : string;
var i, 1 : integer;
begin
1 := length (s);
nActivePositions := 1;
activelLength := 0;
for i := 1 to nActivePositions do
begin
activePositions[i] := i;
segmentLength[i] := O;
end;

while true do
begin
ExtendByLetter (s);
if nActivePositions * activelength = 1 then

break;
MergeSegments (1);
end;
MinimalRotation := RotateString (s, activePositions[1]);
end;

{ nalezne lexikograficky nejmensi kéd ndhrdelniku }
function MinimalPosition (var s : string) : string;
var rev, minS, minRev : string;

begin
rev := ReverseString (s);
minS := MinimalRotation (s);
minRev := MinimalRotation (rev);

if minS < minRev then

MinimalPosition := minS
else
MinimalPosition := minRev;
end;

var n, i : integer;
code : string;

begin
readln (n);
for i := 1 to n do
begin
readln (code);
code := MinimalPosition (code);

if UzMam (code) then
writeln (’Podvod’)
else
begin
writeln (’Kup to’);
Pridej (code);
end;
end;
end.



P-III-2 Mosty

Ptedvedeme si feseni s ¢asovou slozitosti O(N M), kde N a M jsou rozméry mapy arealu MO. Reseni si nejprve popiseme
obecné a teprve v druhé ¢ésti se zaméfime na to, jak dosdhnout ¢asové slozitosti O(NM).

V mapé si nejdiive uréime jednotlivé budovy, které se v aredlu MO nachézeji. Budovy si ocislujeme a kazdy ctverecek x
nahradime ¢islem budovy, které nalezi. Poté uvazime budovu ¢islo 1 a podivame se na délky most, které lze z této budovy
vést. PovSimnéte si, Ze pokud si zvolime poli¢ko na okraji budovy a smér, pak je délka mostu (i budova, do které by vedl)
jiz jednoznac¢né urcena. Ze vSech téchto mosti vezmeme nejkratsi a ten do mapy ptriddme. Tim spojime budovu éislo 1
s budovou ¢islo ¢. Nyni se podivejme na vSechny mozné mosty, které bychom mohli vést z budovy ¢islo 1 nebo z budovy
¢islo 4 do ostatnich budov, a nejkratsi z nich pfidejme do mapy. Obecné, kdyz B je mnozina budov, které jsme jiz vzajemné
propojili pomoci mostt, pfidame nejkratsi mozny most z budov v mnoziné B do ostatnich budov. Pokud je takovych mostt
vice, pfiddme libovolny z nich. Algoritmus skonéi, pokud jsme jiz vsechny budovy vzdjemné propojili, anebo zddnou budovu
nelze mostem k jiz propojenym budovam pfipojit (v takovém p¥ipadé vypiSeme vhodnou zprévu). [Pro znalce dodévame, ze
je neni nic jiného nez Jarnikiiv algoritmus na hled4dni minimalni kostry grafu.]

Dale si rozmyslime, ze pokud se ndm podaii propojit vSechny budovy, pak je ndmi nalezené feSeni optimalni. Necht
M = {my,...,my} je mnozina mostl, které obsahuje ndmi nalezené feseni, a pfedpoklddejme, ze most m; byl pfidén jako
i-ty most do FeSeni. Pro spor nyni predpoklddejme, Ze existuje FeSeni M’, jehoZ soucet délek mosti je mensi nez soudet
délek mostti z mnoziny M. Navic zvolme jako M’ optiméalni feSeni, které obsahuje jako podmnoZinu co nejvétsi poc¢ateéni
podposloupnost my, ..., my, tj. {m,...,m} € M’ al je maximélni mozné. Protoze M # M’, musi platit | < k.

Necht B je mnozina budov, které jsou vzdjemné propojeny mosty mi,...,m;, a necht ;7 je ¢islo budovy, do které
vede z mnoziny B most m;;1. ProtoZe mosty z mnoziny M’ propojuji vSechny budovy, existuje cesta z mnoziny budov B
do budovy ¢islo j pouzivajici mosty z M’. Uvazme nejkratsi takovou cestu mf, ..., mj},. Z volby mostu m;11 plyne, Ze most
m) neni krat$i nez most m;;1. Nahradme nyni v M’ most m;;1 mostem m). Soucet délek mostit se timto krokem nezvysil.
Navic vSechny budovy jsou stéle propojeny: misto mostu m/ lze pouzit objizdku tvofenou mosty my1,mj, ..., ms. To je ale
spor s volbou mnoziny M’ jako optimalniho Feseni, které obsahuje co nejvétsi poc¢ateéni podposloupnost my, ..., m;. Nami
nalezené feseni M je tedy optimalni.

Zaméfme se jeSté na to, jak préavé popsany algoritmus implementovat, abychom dosdhli ¢asové slozitosti O(NM).
Rozpoznéni jednotlivych budov snadno zvldadneme v ¢ase O(N M) - mapu postupné prochézime a v okamziku, kdy narazime
na policko x, prohleddme (do hloubky nebo do $itky) v mapé oblast tvofenou touto budovou a vSechny policka x nahradime
¢islem nové nalezené budovy. Tento krok zfejmé vyzaduje ¢as O(N M), nebot kazdé poli¢ko mapy navstivime nejvyse dvakrat
(jednou pfi prichodu mapou a podruhé p¥i oznadovani budovy).

Nyni spustime druhou fazi algoritmu, ve které budeme budovy mezi sebou propojovat mosty. Oznacme K celkovy
pocet budov. Abychom mohli rychle rozpoznat, které budovy jsme jiz vzajemné propojili, budeme pouZivat pomocné pole
velikosti K, kde si pro kazdou budovu ulozime, zda je jiz s budovou ¢islo 1 spojena ¢i neni. Z kazdého okrajového policka
budovy ¢islo 1 vysleme soucasné paprsky (nahoru a doli): v prvnim kroku se paprsky nachézeji na polickach sousedicich
pfimo s budovou éislo 1 (viz obrazek), v druhém kroku jsou ve vzdalenosti 2, atd. Pokud paprsek narazi na budovu s ¢islem 1
¢i opusti mapu, jiz ho nadale neprodluzujeme. Takto postupujeme, dokud prvni paprsek nenarazi na jinou budovu. Reknéme,
ze tato budova ma ¢islo i. Zrejmé draha, kterou paprsek urazil, odpovida nejkratsimu moznému mostu z budovy ¢islo 1 do jiné
budovy. Tento most pfiddme do mapy a budovy vzajemné propojime.

.................. ST
ii ii Liifg ii||. i, B I B A
...... 11 el - T [

XX XX. XX . WXX. CTTXX. L Ixx. | .XX.
. S & cLo 7K. 17X, [].x. [].X. |..x.
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Paprsky putujici v mapé — zobrazeni po jednotlivych krocich

Poté vysleme paprsky z budovy ¢islo ¢ a budeme je prodluzovat, dokud nenarazime na jinou budovu nebo jejich délka
nebude stejna jako délka paprski vyslanych z budovy ¢islo 1. V okamziku, kdy délka paprska vyslanych z budovy éislo 4
doséhne délky paprskid vyslanych z budovy ¢islo 1, zacneme prodluzovat soucasné jak paprsky vyslané z budovy ¢islo 1, tak
i ty vyslané z budovy ¢islo i. Pokud vSak diive narazime na jinou budovu, feknéme s ¢éislem 7', pfipojime ji mostem k budové
dislo 4. Z budovy é&islo i’ vysleme paprsky, dokud nenarazime na jinou budovu nebo jejich délka nedosdhne délky paprski
vyslanych z budovy ¢islo ¢. V prvnim piipadé vysleme paprsky z nové pfipojené budovy, v druhém piipadé za¢neme spolecné
prodluzovat paprsky z budov éislo ¢ a ', dokud nedosdhnou délky paprski vyslanych z budovy ¢islo 1 (nebo nenarazime
na nepfipojenou budovu). Obecné, kdyz narazime na novou budovu, pferusime prodluzovéni soucasnych paprski a vysleme
paprsky z nové budovy. Prodluzovani paprsk obnovime v okamziku, kdy délka paprski z nové budovy bude stejna jako
délka paprski, jejichz prodluzovani jsme prerusili. VSimnéte si, ze v jednom okamziku mutze byt preruseno prodluzovani az
K riznych mnozin paprskt.

Je ziejmé, Ze vyse popsanym postupem, pripojujeme mostem vzdy budovu, kterou lze spojit s jiz propojenymi budovami
nejkratsim mostem. Protoze kazdé policko na mapé navstivi kazdy paprsek nejvyse dvakrat (jednou paprsek ,letici“ smérem
nahoru a jednou smérem dolt), spotiebuje druhd faze naseho algoritmu ¢as pouze O(NM). Samotné paprsky si budeme
udrzovat v poli délky 2N M setiidéné dle jejich délky sestupné a vzdy budeme prodluzovat prvni nejkratsi paprsek, ktery se
v poli nachézi (abychom udrZeli paprsky setfidéné sestupné). Abychom se vyhnuli zbyteénému prochézeni tohoto pomocného

5



pole, budeme si navic udrzovat odkazy na pozici paprski, jejichz prodluzovani jsme pferusili. Seznam paprskid bychom
téz mohli udrzovat ve spojovém seznamu. Pamétova sloZitost pravé popsaného feSeni je, stejné jako jeho ¢asova slozitost,
O(NM).

program mosty;
const MAX=100;
var mapa:array[1l..MAX,1..MAX] of longint; { mapa aredlu MO:
0 = volné prostranstvi, -1 = budova, -2 = most
1, 2, ... = &isla budov }
delka:longint; { souget délek mostt v FeSeni }
N,M:longint; { rozméry mapy }

procedure nacti;
var i, j: longint;
s: string[MAX];
begin
readln(M,N);
for i:=1 to N do
begin
readln(s);
for j:=1 to M do
if s[jl=’.’ then mapali] [j]:=0 else mapali] [j]:=-1
end;
end;

procedure urci_na_mape(cislo: longint; x: longint; y: longint);
{ ur¢i na mapé budovu, jeZ obsahuje soufadnice x a y a
zméni v8echny -1 pat¥ici této budové na cislo }
var fronta: array[l..MAX*MAX] of record x,y: longint end;
hlava, ocas: longint;
begin
mapa [x] [y] :=cislo;
fronta[1l] .x:=x;
frontall].y:=y;
hlava:=0;
ocas:=1;
while hlava<ocas do
begin
inc(hlava);
x:=frontalhlaval .x;
y:=frontalhlaval.y;

if x>0 then
if mapal[x-1] [yl=-1 then
begin
mapa[x-1] [y] :=cislo;
inc(ocas);

frontal[ocas] .x:=x-1;
frontalocas].y:=y;

end;
if y>0 then
if mapalx] [y-1]=-1 then
begin
mapa [x] [y-1] :=cislo;
inc(ocas);

frontal[ocas] .x:=x;
frontalocas] .y:=y-1;

end;
if x<N then
if mapal[x+1] [yl=-1 then
begin
mapa [x+1] [y] :=cislo;
inc(ocas);

frontal[ocas] .x:=x+1;
frontalocas].y:=y;
end;



if y<M then
if mapalx] [y+1]=-1 then

begin
mapa [x] [y+1] :=cislo;
inc(ocas);
frontal[ocas] .x:=x;
frontalocas] .y:=y+1;
end;
end;
end;
procedure pridej_most(x, y, delka, smer: longint);
begin
while delka>0 do
begin

X :=x+smer;
mapa [x] [y] :=-2;
dec(delka);
end;
end;

function propoj:boolean;

var paprsky:array[1..2+xMAX+MAX] of
record
X, y: longint;
smer: longint;
delka: longint;
end;
paprsku:longint;

{ aktualni pozice paprsku }
{ smé&r pohybu paprsku, -1 nahoru, +1 dold }
{ délka paprsku }

procedure pridej(x, y: longint);
var fronta: array[l..MAX*MAX] of record x,y: longint end;
hlava, ocas: longint;
cislo: longint;
begin
cislo:=mapalx] [y];
mapa [x] [y] :=0;
frontal[l] .x:=x;
frontal1l].y:=y;

hlava:=0;

ocas:=1;

while hlava<ocas do

begin

inc(hlava);
x:=frontalhlava] .x;
y:=frontalhlaval .y;
inc(paprsku) ;
paprsky [paprsku] .x:=x;
paprsky [paprsku] .y:=y;
paprsky [paprsku] . smer:=+1;
paprsky [paprskul] .delka:=0;
inc(paprsku) ;
paprsky [paprskul] .x:=x;
paprsky [paprskul .y:=y;
paprsky [paprsku] . smer:=-1;
paprsky [paprskul] .delka:=0;

if x>0 then

if mapalx-1] [yl=cislo then

begin

mapa[x-1] [y] :=0;

inc(ocas);

frontalocas] .x:=x-1;
frontalocas] .y:=y;

end;



if y>0 then
if mapalx] [y-1]=cislo then
begin
mapa [x] [y-1]:=0;
inc(ocas);
frontalocas] .x:=x;
frontalocas] .y:=y-1;
end;
if x<N then
if mapalx+1] [y]=cislo then
begin
mapa[x+1] [y] :=0;
inc(ocas);
frontalocas] .x:=x+1;
frontalocas] .y:=y;

end;
if y<M then
if mapalx] [y+1]=cislo then
begin
mapa [x] [y+1] :=0;
inc(ocas);

frontalocas] .x:=x;
frontalocas].y:=y+1;
end;
end;
while ocas>0 do
begin
mapa[frontalocas] .x] [frontalocas] .y] :=cislo;
dec(ocas)
end
end;

var budov:longint;
napojeno:array[1..MAX] of boolean;
i,j:longint;
pozice:array[0..MAX] of

record

kde: longint; { pozice v poli paprsky, odkud se zpracovdva paprsek }

kam: longint; { pozice v poli paprsky, kam se ukladd prodlouZeny paprsek }
end;

pozic:longint;

begin
{ nejd¥ive nalezneme budovy }
budov:=0;
paprsku:=0;
for i:=1 to N do
for j:=1 to M do
if mapal[i] [jl=-1 then
begin
inc (budov) ;
urci_na_mape (budov,i,j);
if budov=1 then
begin
pridej(i,j);
end;
end;

{ nyni si nainicializujeme zbylé datové struktury }
delka:=0;

napojeno[1] :=true;

for i:=2 to budov do napojeno[i]:=false;

pozic:=0;

pozice[0] .kde:=1;

pozice[0] .kam:=1;



{ sledujeme paprsky a priddvame mosty }
while paprsku>0 do
begin
if pozic=0 then
begin
pozice[1] .kde:=1;
pozice[1] .kam:=1;

pozic:=1;
end;
if paprsky[pozice[pozic-1].kde].delka > paprsky[pozice[pozic].kde].delka+1l then
begin

pozice[pozic+1] .kde:=pozice[pozic].kde;
pozice[pozic+1] .kam:=pozice[pozic].kam;
pozice[pozic] .kde:=pozice[pozic] .kam;
inc(pozic);
end;
while pozicel[pozic].kde<=paprsku do
begin
if (paprsky[pozice[pozic].kde] .x+paprsky[pozice[pozic].kde].smer<1l) or
(paprsky [pozice[pozic] .kde] . x+paprsky [pozice[pozic] .kde] .smer>N) then
begin
inc(pozice[pozic] .kde);
continue;
end;
paprsky [pozice[pozic] .kam] .x:=paprsky [pozice[pozic] .kde] .x+paprsky[pozice[pozic] .kde] .smer;
paprsky [pozice[pozic] .kam] .y:=paprsky[pozice[pozic] .kde].y;
paprsky [pozice[pozic] .kam] . smer:=paprsky[pozice[pozic] .kde].smer;
paprsky [pozice[pozic] .kam] .delka:=paprsky[pozice[pozic] .kde] .delka+1;
inc(pozice[pozic] .kde);
if mapal[paprsky[pozice[pozic].kam] .x] [paprsky[pozice[pozic].kam].y]>0 then
if napojeno [mapal[paprsky[pozice[pozic].kam] .x] [paprsky[pozice[pozic].kam].y]] then
continue
else
begin
i:=paprsky[pozice[pozic] .kam] .x;
j:=paprsky [pozice[pozic] .kam] .y;
dec(paprsky[pozice[pozic] .kam] .delka) ;
delka:=delka+paprsky[pozice[pozic] .kam].delka;
pridej_most (i, j,paprsky[pozice[pozic] .kam] .delka,-paprsky[pozice[pozic].kam].smer);
if paprsky[pozice[pozic].kam].delka>1 then
begin
inc(pozic);
pozice[pozic] .kam:=paprsku+l;
pozice[pozic] .kde:=paprsku+l;
end;
napojeno[mapali] [j]1]:=true;
pridej(i,j);
break;
end
else
inc(pozice[pozic] .kam) ;
end;
if pozice[pozic].kde>paprsku then
begin
paprsku:=pozice[pozic] .kam-1;
dec(pozic);
end;
end;
{ zkontrolujeme, Ze jsme propojili v8echny budovy }
propoj:=true;
for i:=1 to budov do
if not napojeno[i] then
propoj:=false
end;



procedure vypis;
var i, j: longint;
begin
writeln(’Celkova délka mostd v optimdlnim FeSeni je ’,delka,’.’);
for i:=1 to N do
begin
for j:=1 to M do
case mapal[i] [j] of
0: write(’.?);
-2: write(’|?);
else write(’x’);
end;
writeln
end
end;

begin
nacti;
if propoj then
vypis
else
writeln(’VSechny budovy nelze propojit mosty.’);
end.

P-III-3 ALIK

Nejprve predvedeme feseni v konstantnim case s kvadraticky velkymi registry. Jeho ingrediencemi budou triky pouzité
v prikladech v zadéani a ve vzorovych fesenich minulych kol. Hodit se ndm bude zejména nasobeni pro vytvoreni mnoha kopii
daného bloku bitti soucasné, zbytek po déleni, ktery naopak dokaze mnoho kopii poscitat do jednoho bloku, a operace typu
2 A (x — 1) pro nalezeni nejnizsiho jednickového bitu.

My bychom ovSem potiebovali najit bit nejvyssi, a tak si ¢islo nejprve obratime (na to ndm konstantni ¢as a kvadraticky
prostor stali, viz feSeni krajského kola), pak nalezneme nejnizsi jednicku (této funkci budeme Fikat Low!) a odefteme
od velikosti vstupu.

Funkci Low! naprogramujeme nasledovné: vypocéteme (zV (x — 1)) @ z, ¢imZ se ndm objevi jednicky pravé na misté nul
vpravo od posledni jednicky a zbytek ¢isla bude nulovy. Hledand hodnota je tedy pocet téchto jednicek. Ten zjistime tak,
7e nasobenim vhodnou konstantou vytvofime N kopii ¢isla, v kazdé kopii andem vynulujeme vSechny bity kromé jednoho
(v nulté kopii nultého, v prvni prvniho atd.), vzniklé éislo pomyslné pierozdélime na bloky velikosti o 1 vétsi, ¢ili vSechny
nevynulované bity budou nejnizsimi bity bloku, a ty miizeme operaci modulo 1V+! snadno seéist. To jsme uz také jednou
pouzili v feseni krajského kola, ale pro osvézeni si nakresleme, jak to bude vypadat:

T3 To T1 To|T3 Ta T1 To|T3 T2 T1 To|xs T2 x1 xo| (N kopii bloku velikosti N)
23 0 0 0|0 z2 0 0|0 O z; 0|0 O O =zo| (bity, které chceme secist)
z3/]0 0 0 0 z2|0 0 0 O =, ‘ 0 0 0 0 zo| (bloky velikosti N + 1)

Program bude velice jednoduchy:

r =01«
a := Mirrory(x) a = 310° (zrcadleni N-bitového &isla)
y:=aV(a—1) y = [11°
y=ydzx y = 0N—i1?
yimy s 0V y = (0V-i1)N
y:=yA(10N1)(010V-2) ... (0V210)(0V11) y=(0V)...(0N)(0N~P1071) ... (0N ~11) = (0N HH)N-i(oN 1)’
yi=y %1Vt y =1 = Lowl(a)
y:=N—-1—y y = Log(x)

My se ovsem s kvadratickou paméti nespokojime a zredukujeme ji na linedrni. Udélame to tak, ze si vstup rozdélime
na fadové /N bloki velikosti f4dové v/ N, kazdy blok zkomprimujeme do jednoho bitu (ktery bude jedni¢kovy, pokud se
uvnitf bloku vyskytuje alesponi jedna jednicka) a spocitdme logaritmus vzniklého ¢isla pouzitim pfedchoziho algoritmu (nase
&islo ma jen v/N bitt, vzhledem k Gemuz mame v N-bitovém registru k dispozici kvadraticky velky prostor). Logaritmus ndm
fekne, ve kterém bloku se nachazi nejlevéjsi jednicka a pro tento blok spustime pfedchozi algoritmus znovu, ¢imz dopocitame,
kde presné jednicka je.

Zbyva vytesit, jak pfesné kompresi provést a jak se vyrovnat s témi N, ktera nejsou druhymi mocninami. Za velikost
bloku zvolime b = [v/N| + 1 a vstup rozdélime na b — 1 blokt (jelikoz b- (b—1) > (VN +1) - v/N > N, musime jesté piidat
par nul na zacatek, které nam neovlivni vysledek). Pouzijeme pracovni registry o b = O(N) bitech.
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Pokud nastavime nejvyssi bit kazdého bloku na 1 a od kazdého bloku odecteme jednicku, zméni se nejvyssi bity na 0
pravé v blocich, které byly (az na nejvyssi bit) celé nulové, jinde 1 zlistane. Pak pfiorujeme ptivodni nejvyssi bity, takze
pro kazdy blok nyni mame 1 nebo 0 podle toho, zda obsahoval jednicku ¢i nikoliv. Tyto bity uz staci jen pfesunout k sobé,
k ¢emuz pouzijeme opét pomyslné prerozdéleni blokti a modulo. Obrazek popisuje situaci pro 3 bloky o ¢tyfech bitech:

22 0 0 0|z1 0 0 0|z 0 O O] (prokazdy blok jeden bit)
0 0 0 /0 0 0 2|0 0 O 2| (posun doprava)
0 0 0|z 0 0|0 2, 0|0 O z| (pferozdélime bloky pod—1)
0 0 0[O0 0 0[O0 O 0|2 2z 2| (modulo1b~!)
Program bude vypadat takto:
x=L0p—2...00 (b—1Dblokl o b bitech)

2=z V (10b71)b-1
z:=((z — (011~ Yy vz) A (10~ t0)o T
zi=2z>>b-1

z=z%1"1

1 := Log(z)
r
J:
Y

= (x>>(bxi)) A1°
= Log(r)
=bxi+j

s=(1..)...(1..)

z = (2p_20°"1) ... (200°"1) (zkomprimované bloky)

2= (012 5)... (0" 1)
Z=2Zp—2...20

i = ¢islo bloku s nejvyssi jednickou
r = blok s nejvyssi jednickou

j = pozice nejuyssi jednicky uwvnitt bloku
y = pozice jednicky uvnitt pivodniho cisla

Tento program poc¢ita dvojkovy logaritmus stéle v konstantnim case a stac¢i mu linearné velké pracovni registry.

Pozndmka: Dopliiovani ¢&isla na délku zrovna b - (b — 1) nebo pfevod tlohy na tlohu zrcadlovou vdm mohou préavem
pFipadat jako zbésilé triky, které takika nelze v omezeném &ase soutéze vymyslet. Uloha je ale docela snadno Fesitelna i bez
nich, ovSem za cenu delsiho programu a oSetfovani ruznych okrajovych pfipadid, ¢emuz jsme se chtéli vyhnout.
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54. ro¢nik Matematické olympiady — 2004,/2005

Resent ailoh ustredniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-I11-4 Zaklinadla

Jednotlivym pismentim v zaklinadle prifadime ¢isla zleva doprava podle nésledujiciho magického receptu:

1. Pismeno «, dostane ¢islo 1, pokud se pfed nim v zaklinadle nevyskytuje jiné pismeno «, ani pismena o~ a
at, kde at je pismeno v abecedé t&sné pied / za pismenem «. Napiiklad pismeno ¢ dostane &islo 1, pokud
se pred nim v zaklinadle nevyskytuje zadné z pismen b, ¢, d.

2. V opa¢ném pripadé pismenu « pfifadime maximum z ¢isel pfifazenych pismentim o~ , « a o™, kterd se pred
nim vyskytuji v zaklinadle, zvétsené o 1. Napriklad pismeno ¢ dostane ¢islo 4, pokud se pred nim vyskytuje
pismeno b s ¢islem 3 a zadné z pismen c a d.

V nasem algoritmu bude kli¢ové nésledujici pozorovani:

Tvrzeni: Dvé zaklinadla jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz ¢isla pfifazend kazdému z pismen a. ..z tvori stejnou posloup-
nost.

Nez si toto tvrzeni dokdzeme, demonstrujme si jeho platnost na zaklinadlech ze zadani dlohy:

121314 111234
abraka krabaa

Posloupnosti ¢isel pfirazenych pismentm a, b, k a r jsou nasledujici: 134, 2, 1 a 1. Podle tvrzeni, které jsme zatim nedokazali,

jsou proto obé zaklinadla ekvivalentni.
11213 12131

dabra badar

Cisla pfifazena pismenu a v prvnim zaklinadle tvofi posloupnost 13, zatimco v druhém tvoii posloupnost 23. Zaklinadla tedy
dle naseho tvrzeni nejsou ekvivalentni.

Nyni si vyse uvedené tvrzeni dokazeme:

Dukaz: Pokud v zaklinadle vyménime dvé sousedni pismena, kterd nejsou v abecedé tésné vedle sebe, ¢isla pfifazend témto
pismentim se nezméni. Tedy v ekvivalentnich zaklinadlech, musi byt posloupnosti ¢isel pritazenych kazdému z pismen stejné.

Obracenou implikaci, tj., Ze pokud ¢isla prifazena kazdému z pismen a ...z tvori stejnou posloupnost, pak jsou obé
zaklinadla ekvivalentni, dokézeme indukci dle délky zaklinadla. Tvrzeni ziejmé plati pro jedno- a dvoupismennd zaklinadla.
Predpokladejme nyni, Ze obé zaklinadla jsou tvofena alespon tfemi pismeny. Zvolme v kazdém ze dvou zaklinadel pismena
«a a (3, kterd maji pfifazeno nejvétsi ¢islo, a pokud je takovych pismen vice, tak ta, kterd jsou abecedné nejmensi. Protoze,
posloupnosti ¢isel prifazenych stejnym pismentim jsou shodné v obou zaklinadlech, musi platit o = .

ProtoZe o je pismeno v prvnim zaklinadle s nejvétsim ¢islem, nenésleduje za nim uz #4dné z pismen o, o a o™, a lze ho
tedy posloupnosti vymén premistit na konec zaklinadla. Podobné mtzeme na konec druhého zaklinadla pfemistit pismeno .
Protoze vymény dvou sousednich pismen, kterd nejsou v abecedé té€sné vedle sebe, neméni éisla prifazend jednotlivym
pismenim, jsou posloupnosti ¢isel pfifazenych jednotlivym pismentim v obou novych zaklinadlech shodné. Tato vlastnost
zustane zachovana i po odebrani pismen a a 3. Na takto ziskana kratsi zaklinadla, pouzijeme indukéni predpoklad. Protoze
jsou zkracend zaklinadla ekvivalentni, jsou ekvivalentni i zaklinadla s pismeny « a ( na konci, a tedy i puvodni zaklinadla.

Préveé dokadzané tvrzeni ndm dava navod, jak otestovat, zda jsou dvé zaklinadla ekvivalentni. Nejdfive dle vyse uvedenych
pravidel prifadime kazdému pismenu v zaklinadlech ¢islo, a pak zkontrolujeme, Ze posloupnosti Cisel prifazenych stejnym
pismentm se shoduji. Abychom se vyhnuli pii této kontrole vicendsobnému prichodu zadanymi zaklinadly, p¥i pfitazovani
¢isel si rovnou vytvofime posloupnosti pro jednotliva pismena. Navic, abychom se vyhnuli (pomalé) dynamické alokaci paméti,
v pomocném poli si budeme uchovavat odkazy na nasledujici stejné pismeno v zadaném zaklinadle. Casové i pamétova slozitost
takovéhoto algoritmu je pro dvojici N-pismennyjch zaklinadel O(N+ A), kde A je pocet pismen, kterd se mohou v zaklinadlech
vyskytovat (v naSem piipadé A = 26).

program zaklinadla;

const MAX=1000000;

var zaklinadla:array[1..2,1..MAX] of char;
delka:longint;
cisla:array[1..2,1..MAX] of longint;
prvni:array[1..2,’a’..’z’] of longint;
dalsi:array[1..2,1..MAX] of longint;
vstup,vystup:text;

zadand zaklinadla }

délka zaklinadel }

¢isla prifazend jednotlivym pismentim v zaklinadlech }
prvni viskyt daného pismena v zaklinadle (O=neni tam) }
odkaz na dalsi vyskyt stejného pismena v zaklinadle }
vstupni a vystupni soubory }

Y

procedure nacti;
var i:longint;

c:char;
begin



for i:=1 to delka do
begin
read(vstup,zaklinadla[1] [i],c,zaklinadla[2] [i]);
readln(vstup) ;
end;
end;

procedure spocitej(z: integer);
var pozice:array[’a’..’z’] of longint;
i:longint;
max:longint;
c:char;
begin
for c:=’a’ to ’z’ do
begin
prvni[z] [c]:=0;
pozicelc] :=0;

end;
for i:=1 to delka do
begin
max:=0;

if pozice[zaklinadla[z] [1]1]1<>0 then
max:=cisla[z] [pozice[zaklinadla[z] [i]]];
if zaklinadla[z][i]<>’a’ then
if pozice[pred(zaklinadla[z] [i])]<>0 then
if cislalz] [pozice[pred(zaklinadla[z] [i])]]>max then
max:=cislal[z] [pozice[pred(zaklinadlal[z] [i])]];
if zaklinadla[z] [i]<>’z’ then
if pozice[succ(zaklinadla[z][i])]<>0 then
if cislal[z] [pozice[succ(zaklinadla[z] [i])]]>max then
max:=cisla[z] [pozice[succ(zaklinadla[z] [1])]];
cislal[z] [i] :=max+1;
if pozicel[zaklinadla[z] [1i]1]1=0 then
begin
prvni[z] [zaklinadla[z] [i]] :=1i;
pozice[zaklinadla[z] [i]]:=1;
end
else
begin
dalsi[z] [pozice[zaklinadla[z] [i]]]:=1i;
pozice[zaklinadla[z] [i]]:=1;
end;
dalsi[z] [i]:=0;
end;
end;

function porovnej:boolean;
var c:char;
i1,i2:1longint;
begin
spocitej(1);
spocitej(2);
for c:=’a’ to ’z’ do
begin
i1:=prvni[1] [c]; i2:=prvni[2] [c];
while (i1<>0) and (i2<>0) do

begin
if cisla[1][i1]<>cisla[2][i2] then
begin
porovnej:=false; exit
end;

il:=dalsi[1][i1];
i2:=dalsi[2] [i2];
end;
if (i1<>0) or (i2<>0) then



begin
porovnej:=false; exit
end;
end;
porovnej:=true;
end;

begin
assign(vstup, ‘magie.in’);
assign(vystup, ’magie.out’);
reset (vstup) ;
rewrite(vystup) ;
readln(vstup,delka);
while delka<>0 do
begin
nacti;
if not porovnej then write(vystup,’ne’);
writeln(vystup,’ekvivalentni’);
readln(vstup,delka);
end;
close(vstup);
close(vystup) ;
end.

P-II1-5 Asfaltéri

Ulohu si nejdiive pieformulujeme do fe¢i teorie graffi: mame dan graf G a chceme zjistit, jak lze jeho hrany rozdélit
do takovych dvojic, Ze hrany ve dvojici maji spoleény vrchol. Uloha ziejmé nema, feSeni, pokud je hran lichy pocet. V ostatnich
pripadech ukazeme, jak nalézt hledané rozdéleni hran na dvojice. Budeme prohledavat graf do hloubky a vzdy pfed navratem
z kazdého vrcholu (tedy poté, co byly zpracovany vSechny sousedni dosud neprojité vrcholy) provedeme nésledujici: Vezmeme
v8echny dosud nesparované hrany sousedici s aktualnim vrcholem. Pokud je hran lichy pocet, vynechdme hranu vedouci
k otci (ta musi byt dosud nespérovand). Nyni mame sudy podet hran a mtZzeme je tedy libovolné sparovat. Po sparovani hran
muZeme ukoncit zpracovani aktualniho vrcholu a vratit se k otci. Timto zpisobem se ndm muselo podafit sparovat vSechny
hrany, protoze u kazdého vrcholu jsme nechali nesparovanou nejvyse hranu vedouci k otci, ale ta byla nutné sparovana pfti
zpracovavani otce. Ani u posledniho zpracoviavaného vrcholu problém nastat nemohl (teoreticky by mohla nastat situace, Ze
by nebylo kterou hranu vynechat, pokud by hran u tohoto vrcholu zbyl lichy pocet) — hran byl celkem sudy pocet, sparovanim
nékterych hran jsme mohli vyridit pouze sudy pocet hran, a tak nam u posledniho vrcholu musel zbyt sudy pocet hran, které
snadno sparujeme. Algoritmus mé ¢asovou i pamétovou slozitost O(M + N), kde N je pocet vrchola grafu G a M pocet jeho
hran.

program asfalter;

const
INP = ’asfalt.in’;
OUT = ’asfalt.out’;
MAXN = 10000;
MAXM = 40000;

type

{Mezi kterymi vrcholy hrana vede a s kterou je sparovédna (-1 pokud dosud neni)}
edge = record
a, b : Integer;
pair : Longint;
end;
{Pogatek hran od daného vrcholu v seznamu hran a stupeii vrcholu}
vertex = record
start : Longint;
deg : Integer;
visited : Integer;

end;
var
et : Array[l..MAXM] of edge; {Pole se v8emi hranami}
ep : Array[1l..2*MAXM] of Longint; {Cisla hran sefazena podle vrcholt, ke kterjm pat¥i}
v : Array[1..MAXN] of vertex; {Pole s vrcholy}
vn, en : Longint; {Po&et vrchold a hran}
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{Na&ti vstup a vytvof reprezentaci grafu}
procedure read_input;
var
i : Longint;
FI, FO : Text;
begin
Assign(FI, INP);
Reset (FI);
Read(FI, vn, en);
{Otestujeme, jestli je Gloha zjevné& nefeditelna}
if en mod 2 = 1 then begin
Assign(F0O, OUT);
Rewrite(FD);
WriteLn(FO, ’Cesty nelze vyasfaltovat.’);
Close(F0);
Close(FI);
Halt;
end;

for i := 1 to vn do begin
v[i].deg := 0;
v[i] .visited := 0;

end;

for i := 1 to en do begin
Read(FI, et[i].a, et[i].Db);
et[i] .pair := -1;
Inc(v[et[i].a].deg);
Inc(v[et[i].b] .deg);

end;

Close (FI);

{Sefadime si pole s hranami}

v[1].start := 1;

for i := 2 to vn do begin
v[i].start := v[i-1].start+v[i-1].deg;
v[i-1] .deg := 0;

end;

v[vn].deg := 0;

for i := 1 to en do begin
eplvlet[i].a].start+v[et[i].a]l.deg] := i;
Inc(v[et[i].a].deg);
eplvlet[i] .b].start+v[et[i].b] .degl := i;

Inc(vlet[i].b].deg);
end;
end;

{Vrati druhy konec hrany}
function edge_end(v : Longint; edgenum : Longint)
begin
if et[edgenum].a <> v then
edge_end := et[edgenum].a
else
edge_end := et[edgenum].b;
end;

{Vytiskne vysledek}
procedure print_out;

var
i : Longint;
0 : Text;

v : Array[1..4] of Integer;
tmp : Integer;

begin
Assign(0, OUT);

: Longint;



Rewrite(0);
for i := 1 to en do begin
if et[i].pair > i then begin
v[1] := et[i].a;
v[2] := et[i].b;
v[3] := etlet[i].pair].a;
v[4] := etlet[i].pair].b;

if (v[1] = v[3]) or (v[1] = v[4]) then begin

tmp := v[1];
v[1] := v[2];
v[2] := tmp;
end;
if (v[4] = v[1]) or (v[4] = v[2]) then begin
tmp := v[3];
v[3] := v[4];
v[4] := tmp;
end;
WriteLn(0, v[1]1,’ °’, v[2],’ ’, v[4]);
end;
end;
Close(0);

end;

{Prohledavéni do hloubky na parovani hran}
procedure DFS(act, parent : Integer);

var

pair, i : Longint;
begin

pair := -1;

v act] .visited := 1;

{Zavolame se na vSechny sousedni vrcholy, ve kterjch jsme dosud nebyli}
for i := v[act].start to v[act].start+v[act].deg-1 do
if v[edge_end(act, epl[i])].visited = O then
DFS(edge_end(act, epl[i]), act);

{Nyni sparujeme zbylé hrany}
for i := v[act].start to v[act].start+v[act].deg-1 do
if (et[ep[il].pair = -1) and (edge_end(act, ep[i]) <> parent) then begin
if pair = -1 then
pair := eplil
else begin
etlep[i]].pair := pair;
et [pair] .pair := epl[il;

pair := -1;
end;
end;
if pair <> -1 then begin {Hrana zbyla?}
{Spérujeme ji s hranou k rodi&i}
i := v[act].start;
while edge_end(act, ep[i]) <> parent do
Inc(i);

et[ep[il] .pair := pair;
et[pair] .pair := epl[il;
end;
end;

begin
read_input;
DFS(1, 1);
print_out;
end.



