54. ro¢nik Matematické olympiady — 2004,/2005
Ulohy domdciho kola kategorie P

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat podrobny popis pouzitého algoritmu, zdfivodnéni jeho spravnosti a diskusi
o efektivité zvoleného FeSeni (tzn. posouzeni ¢asovych a paméfovych narokl programu).

V praktickych tlohich P-1-1, P-I-2 a P-I-3 je tfeba k feSeni také ptipojit odladény program zapsany v jazyce Pascal, C
nebo C++. Program se odevzdava v pisemné formé (jeho vypis je tedy soucésti feseni) i na disketé, aby bylo mozné otestovat
jeho funkénost. Slovni popis feSeni musi byt ovSem jasny a srozumitelny, aniz by bylo nutno nahlédnout do zdrojového textu
programu. V tloze P-I-4 zapiSte navrzeny algoritmus ve formé programu v jazyce ALIK.

Reseni tloh doméaciho kola MO kategorie P vypracujte a odevzdejte nejpozdéji do 15. 11. 2004. Vzorové feseni tiloh
naleznete po tomto datu na Internetu na adrese http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté jsou stale k dispozici veskeré
aktualni informace o soutézi a také archiv soutéznich tloh a vysledkd minulych roéniki.

P-I-1 Pradelna

Bofivoj se rozhodl, Ze za¢ne podnikat — a to ve velkém. Jednou v noci, poté co upadl v koupelné, dostal skvély napad:
otevre si pradelnu. Kazdy, kdo pfijde, si bude moci za maly obnos pij¢it pracku, pokud bude néjaké volna, a vypere si své
pradlo. Ihned se tedy zeptal svych pratel, zda by chtéli jeho pradelnu navstévovat, a zjistil, Ze zdjem je opravdu veliky. Brzy
ani nevédél, kolik pracek bude viibec potifebovat, aby se dostalo na vSechny zdkazniky. A proto se rozhodl obratit se na vas
s prosbou o pomoc.

SoutéZni dloha: Na vstupu dostanete pocet zakazek, které Botivoj na jeden konkrétni den obdrzel. U kazdé zakazky vite
¢as prichodu zékaznika a dobu, na jakou si chce pronajmout jednu pracku. Pozadavky zadkaznikti nejsou uvedeny v zddném
konkrétnim poradi.

Vasim tkolem je zjistit, kolik nejméné pracek bude Borivoj potiebovat, aby si kazdy zdkaznik mohl pronajmout pracku
na celou pozadovanou dobu od svého pfichodu. Kromé minimalniho po¢tu pracek musite pro Bofivoje vytvorit jesté seznam,
podle kterého bude posilat zdkazniky k volnym prackam.

Format vstupu: Prvni fddka textového souboru pradelna.in obsahuje jediné pfirozené ¢islo N < 10000 — pocet zdkaznika.
Dalsich N tadek obsahuje informace o jednotlivych zakaznicich: na i-té z téchto fadek je uveden cas T;, kdy chce zdkaznik
prijit, a doba 77, na kterou si chce pronajmout pracku. Mtzete predpokladat, ze T; a T} jsou celd &isla od 1 do 1000000 000.

Format vystupu: Prvni fddka textového souboru pradelna.out obsahuje jediné ¢islo P — nejmensi mozny pocet pracek,
s nimiz muze Bofivoj obslouzit vSechny zakazniky. Dalsich N fadek bude obsahovat N ¢isel a; az ay, pficemz a; je Cislo
pracky, kterou ma pouzit -ty zakaznik. Pfedpokladejte, ze pracky budou ocislovany od 1 do P.

Piiklad:

pradelna.in pradelna.out
4 3
1000 1000 2
1900 900 1
1500 700 3
2000 500 2

P-1I-2 Zavody

Letos se po nékolika letech opét konaji slavné zavody svabti. Zavody probihaji na peclivé pripravené prekazkové draze
obsahujici takové zaludnosti, jako je tieba misticka s cukrem. Svabi zédvodnici jsou na trat vypousténi v minutovych intervalech
a aby je bylo mozno v cili rozeznat, ma kazdy zavodnik k sobé pfipevnénu cedulku s minutou startu (prvni $vdb m4 tedy ¢islo
nula, druhy jedna, atd.). Organizatory zévodu by zajimalo, jak moc se §vébi béhem tréninkového béhu promichali. Pokud by
se totiz promichali hodné, bylo by treba prodlouzit intervaly mezi jednotlivymi zavodniky, aby se pfi béhu tolik neovlivnovali.
Jako mira promichanosti zavodnikt byl stanoven pocet dvojic zavodniki, kteii dobéhli do cile v opa¢ném pofadi, nez v jakém
vybéhli na trat. Spoéitat miru promichanosti pro dané potradi §vabu v cili je jiz tloha pro vés.

V4s program dostane na vstupu pocet Svabti N a pofadi, v jakém $vébi dobéhli do cile (tedy néjakou permutaci ¢isel
0,...,N —1). Na vystup mé va$ program vypsat miru promichanosti zavodniki.

Format vstupu: Vstupni textovy soubor zavody.in obsahuje dva fadky. Na prvnim fadku je uvedeno jedno celé &islo N,
1 < N <30000. Na druhém #adku je N raznych celych ¢isel z intervalu 0, ..., N — 1 oddélenych jednou mezerou.

Format vystupu: Vystupni textovy soubor zavody.out obsahuje jediny fadek s jednim celym ¢islem — poétem dvojic zévod-
nikd, ktefi dobéhli v opacném poradi, nez v jakém vystartovali.

Priklad:

zavody.in zavody.out
5 3
10423



P-I-3 Fylogenetika

Fylogenetika je obor biologie zabyvajici se rozpoznavanim vyvojovych vztaht mezi organismy. Casto pouzivanou meto-
dou je srovnavani genetického kédu. V této tloze se budeme zabyvat vyrazné zjednodusenou variantou tohoto problému.

Geneticky kéd budeme mit ulozen jako fetézec skladajici se z pismen ‘A’, ‘C’; ‘G’ a ‘T’. Budeme pfedpokladat, ze vyvoj
nového druhu probiha tak, Ze se na zacatek nebo na konec genetického kédu pfipoji nové geny — to je samoziejmé pouze
idealizace (¢ti: iplny nesmysl). Dostanete zadén geneticky kéd nékolika organism, vasim tikolem je nalézt mezi nimi v8echny
dvojice predek — potomek, tj. takové, ze geneticky kéd predka je souvislym podietézcem genetického kédu potomka.
Format vstupu: Vstupni textovy soubor fylogen.in obsahuje nékolik fetézcu slozenych z pismen ‘A’, ‘C’, ‘G’ a ‘T’, reprezen-
tujicich genetické kédy jednotlivych organismii. Organismy jsou oc¢islovany 1,2,...,n; na i-tém fadku se nachazi kéd i-tého
organismu. Muzete predpokladat, ze fetézcl je nejvyse 50, kazdy z nich ma nejvyse 50 znakd a zaddné dva Fetézce nejsou
stejné.
Format vystupu: Vystupni textovy soubor fylogen.out tvoii seznam vSech dvojic pfedek — potomek. Kazda fadka vystupniho
souboru popisuje jednu z téchto dvojic a sestava z ¢isla predka néasledovaného ¢islem potomka. Dvojice mohou byt uvedeny
v libovolném poradi, nesméji se vSak opakovat.

Priklad: Pro vstup
ATAT
CATATG

CATATGA
CATATGG

je jednim z moznych spravnych feSeni vystup
12

NN = =
DWW

P-I-4 ALTIK

Studijni text:

Aritmeticko-logicky integerovy kalkulator (zkracené ALIK) je poéitaci stroj pracujici s W-bitovymi celymi ¢isly v rozsahu
0 az 2" — 1 v¢etné; kdykoliv budeme hovofit o ¢islech, ptijde o tato ¢isla. Budeme je obvykle zapisovat ve dvojkové soustavé
polotuénymi ¢éislicemi a vZdy si na zac¢dtek dvojkového zapisu doplnime piislusny pocet nul, aby éislic (bittt) bylo pravé W.
Vétsinou také nebudeme rozliSovat mezi ¢islem a jeho dvojkovym zapisem, takze i-tym bitem cisla budeme rozumét i-ty bit
jeho dvojkového zéapisu (bity ¢islujeme zprava doleva od 0 do W — 1).

Pamét stroje je tvoiena 26 registry pojmenovanymi a az z. Kazdy registr vzdy obsahuje jedno ¢&islo.

ALIK se Fidi programem, coZ je posloupnost pfifazovacich pfikazt typu registr := vyraz, pficemz vyraz muze obsahovat
konstanty (éisla zapsand ve dvojkové soustavé), registry, zavorky a nésledujici operatory (feckd pismena znaci podvyrazy,
v pravém sloupci jsou priority operdtorii):

a+ i se¢te ¢isla o a 3. Pokud je vysledek vétsi nez 2" — 1, &islice vyssich ¥adt odiizne. Jinymi 4
slovy, poéita soudet modulo 2".
a—0 odeéte od &isla a ¢slo 3. Pokud je a < 3, spoéte 2 + o — 3, ¢li rozdil modulo 2%
mle] spocte bitovou negaci ¢isla «, coz je ¢islo, jehoz i-ty bit je 0 pravé tehdy, je-li i-ty bit ¢isla «
roven 1, a naopak.
aAp bitové operace: and, or a zor. Vyhodnocuji se tak, ze se i-ty bit vysledku spocte z i-tého bitu 8
aVp ¢isla a a i-tého bitu ¢isla 8 podle nasledujicich tabulek: 7
adf 7

0OAN0=0 oOvo=0 0p0=0
0OAN1=0 ovi=1 0c1=1
IN0=0 1vo=1 100=1
IN1=1 1vli=1 1¢1=0

a<<f posune ¢islo a o 8 bit doleva, ¢ili doplni doprava (8 nul a odfizne prvnich 8 bitt zleva, aby 2
byl vysledek opét W-bitovy.
a>> posune ¢islo « o 8 bitt doprava, ¢ili doplni doleva 8 nul a odfizne poslednich § bitd vpravo, 2

aby byl vysledek opét W-bitovy.

Pokud zéavorky neurc¢i jinak, vyhodnocuji se operatory s vyssi prioritou pred operatory s nizsi prioritou. V ramci stejné
priority se pak vyhodnocuje zleva doprava (s vyjimkou operatoru —, ktery je unérni, a tudiz se musi vyhodnocovat zprava
doleva).

Pfiklad 0: (jak funguji operatory; zde mame W = 4)
a+bAc+d=(a+(bAc))+d zde zafunguji priority operatorii

2



0101 + 1110 = 0011 nejvyssi bit vysledku 10011 se jiz ofiznul

0001 — 1111 = 0010 odc¢itame modulo 16 = 10000

0101 A 0011 = 0001 takto funguje and

0101 v 0011 =0111 takto or

0101 ¢ 0011 = 0110 a takto zor

(1<<11)—1=1000-1=0111 jak vyrobit pomoci << posloupnost jednicek
aV—-a=1111 jak ziskat z ¢ehokoliv samé jednicky

Vypocet probiha takto: Nejprve se do registru x nastavi vstup (to je vZdy jedno ¢islo) a do ostatnich registrii nuly. Poté
se provedou vSechny pfikazy v pofadi, v jakém jsou v programu uvedeny, pficemz vzdy se nejprve vyhodnoti vyraz na pravé
strané a teprve poté se jeho vysledek ulozi do registru, takze uvnitt vyrazu je jesté mozné pracovat s ptvodni hodnotou
registru. Po dokonceni posledniho piikazu se hodnota v registru y interpretuje jako vysledek vypocétu. Hodnoty v ostatnich
registrech mohou byt libovolné.

Casto budeme potiebovat, aby program mohl pracovat s vétsimi ¢isly, nez je ¢islo na vstupu, takze budeme rozlisovat
velikost vstupu N (tj. pocet bitti potfebnych k zapisu vstupni hodnoty) a velikost W registrti a mezivysledki, kterou si pfi
psani programu sami uréime. Pokud bychom ovSem povolili exponencidlné velké ¢isla (tedy W = 2%), mohli bychom cokoliv
spocist v konstantnim case — stacilo by do jedné dlouhatanské konstanty uvedené v programu zakdédovat vSechny mozné
vysledky programu pro vsechny hodnoty vstupu. Tak dlouhé registry lze vsak stézi povazovat za realistické, proto pfijméme
omezeni, ze W musi byt polynomialni ve velikosti vstupu, ¢ili Ze existuje konstanta k takova, ze pro kazdé N je W < N*.

Ne vzdy si ovSem vystaCime s jednim programem, ktery funguje pro vSechny velikosti vstupu — mnohdy potiebujeme
podle N ménit hodnoty pomocnych konstant v programu, nékdy také néjakou operaci opakovat vicekrat v zavislosti na
velikosti vstupu. Povolime si tedy programy zapisovat obecnéji, a to tak, ze uvedeme seznam pravidel, jez ndm pro kazdé N
vytvoFi program, ktery poCita spravné pro vSechny vstupy velikosti N. [Formalné bychom tato pravidla mohli zavést tfeba
jako programy v né&jakém klasickém programovacim jazyce. My si ale formalismus odpustime a budeme je popisovat slovné.]

Pii feseni tloh budeme chtit, aby c¢asova slozitost vygenerovanych programt, tedy jejich délka v zavislosti na N,
byla co nejmensi. Mezi stejné rychlymi programy je pak lepsi ten, ktery si vystaci s krat$imi éisly, ¢ili s mensim W (to je
analogie prostorové sloZitosti). Podobné jako u klasickych programi ovSem budeme v obou piipadech pfehlizet multiplikativni
konstanty.

Priklad 1: Sestrojte program pro ALIK, ktery dostane na vstupu nenulové ¢islo a vrati vysledek 1 pravé tehdy, je-1i toto ¢islo
mocninou dvojky, jinak vrati nulu.

Reseni: Nejdiive si véimnéme, Ze mocniny dvojky jsou praveé ¢isla, kters obsahuji pravé jeden jednickovy bit. Sledujme chovani
nasledujiciho jednoduchého programu.

Zminme ale jesté konvence, které budeme pouzivat pfi psani vsech ukézkovych programt: V levém sloupci naleznete
jednotlivé piikazy, v pravém sloupci obecny tvar spocitané hodnoty pro libovolné N. Pokud se néjaké cislice nebo skupina
¢islic opakuje vicekrat, zna¢ime opakovani exponentem, tedy 0% je osm nul, (01)3 je zkratka za 010101. Reckymi pismeny
znacime blize neurcené skupiny bitt.

z = al0’
a:=z—1 a = a01!
b:=xzANa b = a00!

Cislo v registru a se od z vzdy lisi tim, Ze nejpravéjsi 1 se zméni na 0 a vSechny 0 vpravo od ni se zméni na 1. Proto b = 2 Aa
se musi od z 1isit pravé prepsanim nejpravéjsi 1 na 0. (To proto, Ze bity vlevo od této 1 jsou stile stejné a a A a = a, zatimco
ve zbytku ¢isla se vzdy anduje 0 s 1, coz d& nulu.) A jelikoz mocniny dvojky jsou prévé ¢isla, v jejichz dvojkovém zapisu je
pravé jedna 1, spoéte na$ program v b nulu préavé tehdy, je-li © mocninou dvojky (nebo nulou, coz jsme si ale zakazali).

Zbyva tedy vyfesit, jak z nuly udélat pozadovanou jednicku a z nenuly nulu. K tomu si zavedeme operaci r := if (s, ¢, u),
kterda bude realizovat podminku: pokud s # 0, pfitadi r := ¢, jinak r := u. Provedeme to jednoduchym trikem: rozsifime
si registry o jeden pomocny bit vlevo, nastavime v r tento bit na jednicku a sledujeme, zda se zmensenim vzniklého cisla
o jednicku tento bit zméni na nulu nebo ne:

vi=sV 10N v=1s

vi=ov-—1 v =15 (je-li s # 0), jinak 01V
vi=vA10V v = 10" nebo 00V
vi=v>>N v = 0V1 nebo 0N0

vi=v—1 v = 0Vl nebo 1N+
r=(uAv)V({EAV) r =t nebo u

Staci tedy na konec naseho programu piidat

y :=if(b,0,1) y =0 nebo 1
a mame program, ktery rozpoznava mocniny dvojky v konstantnim ¢ase a pouziva k tomu ¢&isla o N + 1 = O(N) bitech.
Jesté si ukazme, jak bude probihat vypocet pro dva konkrétni 8-bitové vstupy (tehdy je N =8 a W =9):

z = 001011000 z = 000100000
a=x—1 a =001010111 a =000011111
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Priklad 2: Sestrojte program pro ALIK, ktery spocte bindrni paritu vstupniho &isla, ¢ili vrati 0 nebo 1 podle toho, zda je
v tomto Cisle sudy nebo lichy pocet jednickovych bitt.
Resent: Binarni parita P(z) ¢isla * = n_1...2120 je podle definice rovna 2o ® 21 B ... ® xy_1. JelikoZ operace & je
asociativni (a @ (3@ ) = (a @ 3) @ 7) a komutativni (o ® 8 = 3 @ a), mizeme tento vztah pro N = 2¥ (to opét miizeme
bez Gjmy na obecnosti pfedpokléddat) pfeusporadat na

coz je ovSem parita ¢isla vzniklého vyxorovanim horni a dolni poloviny ¢isla x. Takze vypocet parity IN-bitového ¢isla mtzeme
na konstantni poéet piikazti pfevést na vypocet parity N/2-bitového ¢isla, ten zase na vypocet parity N/4-bitového disla

rANa

bV 100000000
v—1

v A 100000000
v>>8

v—1

(000000001 A v) V (000000000 A —v)

b= 001010000
v = 101010000
v =101001111
v = 100000000
v = 000000001
v = 000000000
y = 000000000

b = 000000000
v = 100000000
v=011111111
v = 000000000
v = 000000000
v=111111111
y = 000000001

P(r) = (20 © xn/2) © (1 D TNj241) D ... © (Tnj2-1 D TN-1),

atd., az po logy N krocich na paritu 1-bitového ¢isla, ktera je ovSem rovna ¢islu samému.

Paritu tedy vypocteme na logaritmicky pocet prikazt pracujicich s N-bitovymi ¢isly takto:

p = hornich N/2 bita z

p:

8

Y

NA&§ programovaci jazyk samoziejmé 1V/2 a podobné operace nema, ale to viibec nevadi, protoze je vidy pouzivdme jen na
podvyrazy zavisici pouze na N, takze je v programu muzeme pro kazdé N uvést jako konstanty. Naptiklad pro N = 8 bude

q
T
T

x>>N/2
x A1N/2
pdyq

(x>>N/4) ® (x A 1N/

(x>1) @ (zA1)

xT

vypocet probihat takto:

R ERRRT

T >>4
rzA1111

PDq

(x>>2) @ (A 11)
=(x>1)® (zA1)

T

SoutéZzni ulohy:

a) Sestrojte program pro ALIK, jehoz vysledkem bude pocet jednickovych bitt ve dvojkovém zépisu ¢isla na vstupu.
b) Sestrojte program pro ALIK, ktery k zadanému éislu 2 spocte nejblizsi vétsi ¢islo, v jehoz dvojkovém zapisu
je stejny pocet jednicek jako v zapisu x. Pokud takové ¢islo neexistuje, vysledek mize byt libovolny.

q = dolnich N/2 bita «

x = N/2-bitové ¢islo s paritou jako ptvodni z

x = N/4-bitové ... (mlZeme pséit zkracens)

x = 1-bitové ...

y = x (uz jen zkopirovat vysledek)

x =00110110
p=----0011
g=----0110
x=----0101
L= e 00
L= e 0
y = 00000000



