53. ro¢nik Matematické olympiady — 2003/2004

Ulohy celostdtniho kola kategorie P — 1. soutézni den

Na feSeni tloh mate 4,5 hodiny cistého casu.

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis FeSeni, to znamend slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty zdtvodiiujici jeho spréavnost (pfipadné
dtikaz spravnosti algoritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a pamétova slozitost). Slovni popis FeSeni
musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu).

e Program. V ulohach P-III-1 a P-ITI-2 je tfeba uvést dostate¢né podrobny zapis algoritmu, nejlépe ve tvaru

s

zdrojového textu nejdilezitéjsich ¢asti programu v jazyce Pascal nebo C. Ze zapisu muzete vynechat jednoduché
operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahtt apod. V tloze P-III-3 uvedte

prislusné programy pro registrové pocitace.

Hodnoti se nejen spravnost programu, ale také kvalita popisu feseni a efektivita zvoleného algoritmu.

P-I1I-1 Agenti

Jista nejmenovana tajna spolecnost ma N agenti. Z divodu utajeni muze kazdy agent vydavat rozkazy jen nékolika
dal$im agent@im. Agent, ktery dostane rozkaz, posle tento rozkaz véem agenttim, jimz miize vydavat rozkazy. Séfem spole¢nosti
je takovy agent, ktery kdyz vyd4 rozkaz, tak ho ¢asem dostanou vSichni agenti. (Spolenost mize mit i vice $éfi, pfipadné

nemusi mit Zadného $éfa.)

SoutéZni tloha: Na vstupu je dén pocet agenttt N. Agenti jsou oznaleni ¢isly od 7 (pfesnéji 007) do N + 6. Pro kazdého
agenta je také dan seznam agenti, kterym muze vydat rozkaz. Navrhnéte efektivni algoritmus, ktery urci $éfa tajné spole¢nosti
(pokud jich existuje vice, staci nalézt jednoho libovolného z nich) nebo zjisti, Ze tajnd spole¢nost zaddného $éfa nema.

Priklad 1:

Vstup:

N =3

Agent 7 rozkazuje agentovi 8.
Agent 8 rozkazuje agentovi 9.
Agent 9 rozkazuje agentovi 7.

Priklad 2:

Vstup:

N =4

Agent 7 nerozkazuje nikomu.
Agent 8 nerozkazuje nikomu.
Agent 9 rozkazuje agentiim 7 a 8.
Agent 10 rozkazuje agentim 7 a 8.

P-III-2 Teploty

Vystup:
Séfem je agent 7.

Vystup:
Z4dny agent neni séfem.

Meteorologicka stanice méri kazdou minutu teplotu vzduchu. Meteorologové by potfebovali program, ktery by jim

Vv

v kazdém okamziku sdé€loval, jaka nejnizsi teplota byla naméfena béhem poslednich K minut. Vasim tkolem bude napsat

tento program.

Na vstupu je dano ¢islo K, nasleduje posloupnost namérenych teplot ukonéend hodnotou —1000. V4$s program musi
po precéteni kazdé teploty ihned vypsat nejnizsi z poslednich K nactenych teplot (resp. nejnizsi ze vSech nadtenych teplot,

jestliZe jich dosud bylo méné nez K).

Priklad:
Vstup:
K=3
teploty:
9.0

4.7

5.3

2.1

9.0

9.8

17.0

9.5
—1000

Vystup:

9.0
4.7
4.7
2.1
2.1
2.1
9.0
9.5



P-II1-3 Registrovy podéitaé

V tomto kole se budeme zabyvat tzv. jednosmérnymi registrovymi pocitaci — stejnymi jako v domécim kole. Jejich
formalni definici najdete ve studijnim textu, ktery nasleduje za zadanim soutézni tlohy a je zcela shodny se studijnim textem
z domaéciho kola.

SoutéZni tloha:

a) Necht R je fetézec tvofeny pismeny a, b, ¢, A, B, C. Ozna¢me m(R) Fetézec tvofeny malymi pismeny obsaZzenymi
v R (ve stejném pofadi, v jakém se vyskytuji v R). Analogicky ozna¢me v(R) Fetézec tvofeny velkymi pismeny
v R. Retézec upcase(R) dostaneme z R tak, ze nahradime vSechna mal4 pismena odpovidajicimi velkymi pismeny.
Napf. jestlize R = aaAcB, potom m(R) = aac, v(R) = AB a upcase(R) = AAACB.

Napiste program pro jednosmérny registrovy pocita¢, ktery bude fesit nasledujici tlohu: Na vstupu dostane
Fetézec R tvofeny pismeny a, b, c, A, B, C. Po¢ita¢ ho ma oznacit za spravny pravé tehdy, kdyz upcase(m(R)) =
v(R). (Vyjadieno slovné: kdyz velkd pismena obsazend v R tvoii ,stejné“ slovo jako mald.)

Napftiklad vstupni Fetézce aA, Aa a abAcBaCABbD jsou tedy spravné, zatimco fetézce aa, BcbC a acACa jsou Spatné.
Vas program miize pouzit libovolny konecény pocet registrii, hodnoti se jen jeho spravnost. Pokud si myslite, ze
takovy program neexistuje, dokazte to.

b) Dokazte, Ze pro libovolnou tlohu plati: Jestlize umime sestrojit program pro registrovy poéitaé, ktery fesi danou
tlohu pomoci tii registri, potom dokazeme sestrojit také program, ktery tuto tlohu fesi pomoci dvou registri.
Jinymi slovy: Ukazte postup, kterym lze libovolny existujici program pouzivajici tfi registry pfepsat na ekviva-
lentni program, jenz potiebuje pouze dva registry. Nezapomerite zdtivodnit spravnost svého postupu.

Studijni text:

Registr je néco podobného jako proménna. V registru mize byt ulozeno libovolné velké nezaporné celé ¢islo. Na rozdil
od proménnych, které mezi sebou mizeme scitat, od¢itat a nasobit, s registrem lze provadét jen t¥i jednoduché operace:
zvétsit jeho obsah o 1, zmensit jeho obsah o 1 (pokud se pokusime zmensit obsah registru obsahujiciho hodnotu 0, ztistane
v ném 0) a otestovat registr, zda je v ném 0. Na za¢dtku vypoctu jsou ve vSech registrech nuly.

Registrovy pocita¢ muze pouzivat neomezeny pocet registrti oznacenych Ry, R1, Rs, atd. Vedle registri ma k dispozici
jesté konecéné velkou pomocnou pamét.

Program pro registrovy pocita¢ budeme zapisovat v jazyce velmi podobném programovacimu jazyku Pascal. Programo-
vaci jazyk registrového pocitace bude oproti Pascalu rozsiten napriklad o prikazy pro praci s registry, naopak nékteré ptrikazy
z Pascalu v ném budou zakazany.

Registrovy pocita¢ bude Fesit tlohy nésledujiciho typu: pocita¢ dostane na vstupu zadéno slovo (fetézec pismen) a
po néjakém cCase odpovi, zda je toto slovo sprdvné€ nebo Spatné. Aby nadm mohl odpovédét, zavedeme do programovaciho
jazyka specialni pfikazy Accept a Reject. Jakmile se béhem vypoctu vykona piikaz Accept, vstupni slovo je spravné a vypocet
kondi. Jestlize se provede prikaz Reject, slovo je Spatné a vypocet konci. Pokud se vypocet zacykli nebo pokud skonci, aniz
by se provedl piikaz Accept nebo Reject, zadané vstupni slovo je rovnéz Spatné.

Piikaz ,pFic¢ti 1 k obsahu registru R“ budeme znacit Inc(R), ,odecti 1 od obsahu registru R* budeme znaéit Dec(R).
Vyraz Zero(R) je pravdivy, jestliZe je v registru R nula, v opa¢ném piipadé je nepravdivy.

V kazdém programu muzeme pouzit jen kone¢né mnoho registri. Kromé nich mizeme pouzit uz jen konstantni pocet
pomocnych proménnych typu byte* (nemiizeme tedy pouzivat pole!) a dile miiZzeme zvla$tnim zpisobem vyuzivat jednu
specidlni proménnou wvstup typu char. Obsah proménné vstup lze ménit pouze provedenim piikazu Read(vstup). Jestlize
poditac jesté nedocetl vstupni slovo, piikaz Read(vstup) z néj pfe¢te jedno dalsi pismeno a ulozi ho do proménné vstup.
Pokud poéitaé jiz vstupni slovo docetl, piikaz Read(vstup) ulozi do proménné vstup specidlni znak $.

Jelikoz registrovy poc¢ita¢ ma kromé registri jen koneéné mnoho paméti, nemize si dovolit pouZivat rekurzi (nemél by
si kde pamatovat navratové adresy). My pro jistotu uplné zakazeme definovat a pouzivat v programu procedury a funkce.
Zakazano je i volani vSech standardnich procedur a funkci jazyka Pascal. V aritmetickych vyrazech lze pouzivat pouze
proménné (tedy ne registry!), celoéiselné konstanty, celodiselné operatory +, -, *, div, mod a zévorky. V podminkach se
mohou pouZivat vyrazy Zero(R;), béZné rela¢ni operatory (<, <=, ...), logické spojky a zavorky.

Z klicovych slov jazyka Pascal jsou tedy v programovacim jazyku registrového pocitace povolena pouze nasledujici: var,
begin, end, if, then, else, case, of, while, do, repeat, until, for, to, downto, div, mod, and, or, not, xor.

Priklad 1:

Napiste program pro jednosmeérny registrovy pocitac, ktery bude fesit nasledujici tlohu: Na vstupu je zadan fetézec
pismen a, b, c. Necht A oznacuje podet téch pismen a ve vstupnim Fetézci, za kterymi uZ neni Zadné c. Podobné necht B je
pocet b, za nimiz neni zddné c. Pocita¢ mé vstupni fetézec oznadit za spravny pravé tehdy, kdyz A = B.

Reseni: V registru R; si budeme pamatovat aktudlni hodnotu A, v registru R, hodnotu B. Pokazdé, kdyz precte-
me ze vstupu pismeno c, oba registry vynulujeme. Na konci vypoctu jednoduse porovname hodnoty ulozené v registrech.
Rozmyslete si, Ze by stacilo pouzit jen jeden registr (v némz bychom méli hodnotu |A — B|).

var vstup:char;
begin

* takova proménné obsahuje jedno celé ¢islo z rozmezi od 0 do 255.



Read (vstup) ;
while (vstup<>’$’) do begin
if (vstup=’a’) then Inc(Ry);
if (vstup=’b’) then Inc(Ry);
if (vstup=’c’) then begin
while not Zero(Ry) do Dec(Ry);
while not Zero(Ry) do Dec(Rsy);
end;
Read (vstup) ;
end;
while not Zero(Rj) do begin
Dec(R1);
if (Zero(Ry)) then Reject;
Dec(Rsy);
end;
if Zero(Ry) then Accept;
end.

Priklad 2:

Napiste program pro jednosmeérny registrovy pocitac, ktery bude fesit nasledujici illohu. Na vstupu bude zadan fetézec
pismen a. Poc¢ita¢ ho oznaci za spravny pravé tehdy, kdyz je jeho délka mocninou tii.

Reseni: Piecteme vstupni slovo, pficemz si do R; ulozime jeho délku. Potfebujeme zjistit, zda je to mocnina t¥i.
Ulozenou hodnotu proto budeme délit tfemi, dokud to pujde. Jestlize nakonec dostaneme podil 0 a zbytek 1, pavodni ¢islo
bylo mocninou t¥i, jinak nebylo.

var vstup: char;
zbytek: byte;
begin
read (vstup);
while (vstup<>’$’) do begin Inc(R1); read(vstup); end;
if Zero(Ry) then Reject;
while true do begin
zbytek:=0;
while not Zero(Ri) do begin
Dec(R1);
zbytek:=(zbytek+1) mod 3;
if (zbytek=0) then Inc(Rg);
end;
if (Zero(Ry) and (zbytek=1)) then Accept;
if (zbytek<>0) then Reject;
while not Zero(Ry) do begin Dec(Rp); Inc(Ri); end;
end;
end.



53. ro¢nik Matematické olympiady — 2003/2004

Ulohy celostdtniho kola kategorie P — 2. soutézni den

P-II1-4 Psici

Program:  psici.pas / psici.c / psici.cpp
Vstup: psici.in
Vystup: psici.out

»Tak, a ted budete skdkat vzdycky, kdyz zapiskdm. A kazdy jinak!“, rozkézal Konrdd svym dvéma psiktim. Chudéci
mali, musi ted oba poskakovat po louce tak dlouho, dokud se oba sou¢asné neschovaji.

Svét je nekonecné Sestithelnikové sif. Policka tvorici svét jsou oéislovéana prirozenymi Eisly pocinaje od 1 po spiréle.
Louku tvoii prvnich N policek svéta. Na obrazku je ptriklad louky pro N = 26:

Na louce stoji nasi dva psici na polickach Sy, S;. Skrys pro prvniho psika je na policku 77, pro druhého na policku T5.
Na M polickach louky rostou bodlaky a psici tam za zadnou cenu neskoci.

Na jedno pisknuti pfeskoci kazdy psik na libovolné sousedni poli¢ko, pokud na ném nerostou bodlaky. Oba psici nemohou
nikdy skoc¢it soucasné stejnym smérem a nemohou také oba dopadnout najednou na stejné policko. P¥i kazdém pisknuti musi
kazdy z nich pfeskocit na jiné polictko (i kdyby uz stal ve své skrysi).

Vasim tkolem je zjistit, na kolik nejméné pisknuti se mohou oba psici dostat soucasné do svych skrysi.

Vstup: Ve vstupnim souboru psici.in néasleduje po sobé popis nékolika (maximélné péti) problémut. Kazdy problém m4
na svém prvnim Fadku dvé éisla N (2 < N < 500), M (0 < M < N — 2), na druhém fadku disla policek S, T1, S2, T
(v uvedeném pofadi, 1 < 51,771,592, T2 < N). Nésleduje dalsich M fadku s ¢isly poli¢ek, kde rostou bodlaky. Vstupni soubor
je ukoncen Fadkem obsahujicim dvé nuly (M = N = 0).

Muzete predpokladat, ze vidy S; # Sz, Th # Tz a ze na polickach Sy, So nejsou bodlaky. Na polickich 77 nebo T;
bodlaky byt mohou — v takovém pfipadé vSak tiloha jisté nemé FesSeni.

Vystup: Do vystupniho souboru psici.out zapiste pro kazdy problém jeden fadek s nejmensim poc¢tem pisknuti, po némz
mohou oba psici soucasné stat ve svych skrysich. Pokud neni mozné tohoto vysledného stavu dosahnout, vypiste do vystupniho
souboru misto poc¢tu pisknuti radek se slovem ,nelze®.
Priklad:
Vstupni soubor psici.in Vystupni soubor psici.out

11 0 2

31067 3

111 nelze

31067

1

10 2

3107 8

2
9
00



P-III-5 AttoSoft

Program: attosoft.pas / attosoft.c / attosoft.cpp
Vstup: attosoft.in
Vystup: attosoft.out

Programatorské firmé AttoSoft se podarilo ziskat dalsiho klienta, ktery potiebuje naprogramovat N programu. Vaskovi
a jeho programatortim se vsak do prace moc nechtélo, a tak kdyz pfisel termin odevzdani, programy jesté stale nebyly hotové.
Vasek se lekl a zacal studovat smlouvu, kterou se zékaznikem podepsal.

Ve smlouvé byl pro kazdy program uveden vzorec, podle kterého se pocita pokuta za opozdéné odevzdani programu
v zavislosti na délce zdrzeni. Nastésti neni tfeba zaplatit soucet pokut za vsechny opozdéné programy, ale jen nejvyssi pokutu
ze vSech. Vasek se proto nyni snazi naplanovat praci na programech tak, aby zaplatil co mozné nejnizsi pokutu. Stejné jako
dfive ma i nyni k dispozici jen jeden pocitac, a proto neni mozné pracovat na vice programech najednou. Zapocatou praci
na programu neni mozné prerusit.*
Soutézni uloha: Na vstupu je pro kazdy z nedokoncenych programi uveden vzorec na vypocet pokuty a tidaj, kolik dni préace
je zapotfebi na jeho dokonceni. Napiste program, ktery urci rozvrh na dokonéeni programt, pii némz Vasek zaplati nejmensi
pokutu. Vzorec na vypocet pokuty ma tvar polynomu nejvyse tfetiho stupné ax? 4+ bax? + cx + d, ve kterém jsou koeficienty
a, b, c,d celoCiselné nezaporné a x je pocet dni, o néz se odevzdani programu opozdilo.

Vstup: Prvni fadek vstupniho souboru attosoft.in obsahuje kladné celé ¢islo N (1 < N < 5000) — pocet programd.
Nésleduje N fadku, i-ty z nich obsahuje pét celych &isel I;, a;, b;, ¢i,d; (1 <1; <100, 0 < a;,b;, ¢;,d; <5000) kde I; je polet
dni potfebny na dokonceni i-tého programu a a;, b;, ¢;, d; jsou koeficienty vzorce na vypocet pokuty. Muzete predpokladat,
ze za 100000 dni se stihnou napsat vSechny programy.

Vystup: Vystupni soubor attosoft.out obsahuje N ¢isel oddélenych mezerami nebo konci fadkt. Tato ¢isla predstavuji
¢isla jednotlivych programi v poradi, v némz je tfeba programy dokoncit, aby byla pokuta nejmensi mozna. Pokud m4 tloha
vice TeSeni, vypiste jedno libovolné z nich.

Priklad:
Vstupni soubor attosoft.in Vystupni soubor attosoft.out
3 1
101000 3
3000 10 2
10050

Zde pokuta za program &islo 1 dokonéeny po deseti dnech je 102 = 1000, za program &islo 2 dokonéeny po 14 dnech je pokuta
10 a za program ¢islo 3 dokonceny po 11 dnech je 5-11 = 55. Vasek tedy zaplati pokutu 1000.

* Sikovnéjsi z vés si po pfeéteni zbytku zad4ni uvédomi, Ze i kdyby se to smélo, stejné by se to nevyplatilo.

2



