53. ro¢nik Matematické olympiady — 2003/2004

Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 53. rocniku MO kategorie P se kond v ttery 6. 1. 2004 v dopolednich hodinach. Na feSeni tloh méate 4 hodiny
¢istého casu. V krajském kole MO-P se nefesi zadné prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich
je pouziti pocitact pfi soutézi zakazano.

Reseni kazdého prikladu musi obsahovat:

¢ Popis FeSeni, to znamend slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty zdtvodiiujici jeho spravnost (pfipadné
dtkaz spravnosti algoritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Gasové a pamétova slozitost). Slovni popis FeSeni
mus{ byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu).

¢ Program. V ulohach P-II-1, P-II-2 a P-II-3 je tieba uvést dostatecné podrobny zapis algoritmu, nejlépe
ve tvaru zdrojového textu nejdulezitéjsich ¢asti programu v jazyce Pascal nebo C. Nemusite podrobné popisovat
jednoduché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztaht, vyhledavani v poli,
tfidéni apod. V feseni ulohy P-II-4 zapiste tplny program pro dvousmeérny registrovy pocitac.

Hodnoti se nejen spravnost programu, ale také kvalita popisu feSeni a efektivita zvoleného algoritmu.

Vzorova FeSeni tloh naleznete kratce po soutézi na Internetu na adrese hittp://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude
na konci Gnora zvefejnén i seznam postupujicich do celostatniho kola. Naleznete zde také popis prostfedi, v némz budete na
celostatnim kole Tesit praktické alohy.

P-I1-1 Sit

Firma Truhlik a syn ma ve mésté N budov a chce vsechny svoje budovy propojit poc¢itacovou siti. Vedeni firmy rozhodlo,
7e pro K (1 < K < N) budov zakoupi vysokorychlostni pfipojeni na Internet. Kromé toho mezi nékterymi dvojicemi budov
vybuduji propojeni optickym kabelem.

Dvé budovy se nachazeji v téze komponenté sité, pokud 1ze mezi nimi komunikovat pomoci optickych kabeld (bud maji
pfimé spojeni, nebo jsou spojeny nepiimo pies nékolik jinych budov). Aby bylo mozné komunikovat mezi dvéma budovami
lezicimi v raznych komponentach sité, musi kazda z téchto komponent obsahovat aspon jeden pocita¢ pripojeny na Internet.
Soutézni tloha: Na vstupu jsou déna ¢isla N a K a pro kazdou dvojici budov jedno kladné celé ¢islo — cena za vybudovéani
optického kabelu, ktery by propojil tuto dvojici budov. Navrhnéte efektivni algoritmus, jenz urci, kterych K budov se ma

pripojit na Internet a které dvojice budov se maji propojit optickym kabelem tak, aby mezi kazdjymi dvéma budovami bylo
mozné komunikovat a pfitom aby celkova cena vybudovanych optickych kabelt byla co nejmensi.

Priklad:

Vstup: Vystup:

N=4K=2 Na Internet pfipojime budovy 1 a 2,
Ceny spojeni: kabelem spojime dvojice budov (1, 3), (2,4) a (3,5).
(1,2): 100 Cena kabelt bude 47.

(1,3): 10

(1,4): 100

(1,5): 300

(2,3): 100

(2,4): 10

(2,5): 300

(3,4): 47

(3,5): 27

(4,5): 74

P-1I-2 AttoSoft

Jiz z domaciho kola znéte Vaskovu programatorskou firmu AttoSoft. Vaskovi se nyni podatilo ziskat druhého klienta.
Ten mu dal opét za kol naprogramovat N jednoduchych programt.

Vasek chce tentokrat usettit jesté vice, a proto misto programétorti zaméstnal N studenttl, na kazdy program jednoho
studenta. Firma AttoSoft vlastni stile jen jeden pocita¢ a na ném muze v kazdém okamziku pracovat jen jeden student.
Hlavni problém ale spo¢iva v tom, ze studenti mohou pracovat jen ve volnych chvilich mezi prednaskami.

Student i potiebuje p; hodin ¢asu na napsani pridéleného programu, pfijde do firmy v ¢ase s; a musi odejit nejpozdéji
v Case t;. Sviij program nemusi psat najednou, mize obcas praci prerusit a pocita¢ uvolnit jinym studenttim.
SoutéZni tloha: Napiste program, jenz urci, kdy méa pocita¢ pouzivat ktery student, aby vsichni stihli napsat své programy
za jeden den, nebo zjisti, ze to neni mozné.



Priklad 1:

Vstup: Vystup:

N =3 Student 1 pracuje od 3 do 4.

pr=1s5 =31t =4 Student 2 pracuje od 2 do 3 a od 4 do 5.
P2 =2,80 =210 =5 Student 3 pracuje od 5 do 10.

p3=25,83=1,t3=10

Piiklad 2:

Vstup: Vystup:
N=2 Nelze.
p1 = 200, s; = 300, ¢, = 500

p2 = 200, s5 = 400, t; = 600

P-11-3 Bageta

Kleofas dostal dnes rano hlad a rozhodl se pfipravit si obloZzenou bagetu se syrem. Bagetu si mtzeme pfedstavit
jako usecku dlouhou N cm, nebo pfesnéji jako uzavieny interval (0, N). Kazdy kousek syra tvoii rovnéz uzavieny interval
celociselné délky. Jelikoz Kleofas je pedant, poklada na bagetu kousky syra tak, aby souradnice jejich zac¢atka i koncii byla
celd ¢isla. Kleofas by chtél, aby bageta byla pokryta syrem pfesné podle jeho predstav. Na to ale potfebuje jednoduchy
pocitacovy program, ktery by mu pomohl.

Soutézni tiloha: Na vstupu je dana velikost bagety N (N je celé ¢islo, 1 < N < 10°). Nasleduje P pifkazi (1 < P < 109),
pficemz kazdy z nich ma jeden z nasledujicich moznych tvari:

PRIDEJ a b Kleofas pridal kousek syra sahajici od a do b.
KOLIK c Program vypiSe zpravu, kolik kusti syra lezi na pozici c.

Vas program musi zpracovavat ptikazy v poradi, v jakém jsou uvedeny na vstupu. Pro kazdy ptikaz KOLIK vypiste jedno
¢islo — pocet dosud polozenych kusti syra, které lezi nad soufadnici ¢. (JelikoZ kousky syra jsou uzaviené intervaly, pocitaji
se 1 ty kousky, pro néz je ¢ souradnice jejich zac¢atku nebo konce.)

Priklad:

Vstup: Vystup:
N =20

PRIDEJ 1 10

PRIDEJ 6 12

KOLIK 5 1
KOLIK 6 2
PRIDEJ 4 14

KOLIK 5 2
KOLIK 16 0

P-1I-4 Registrovy poéitaé

V tomto kole se budeme zabyvat tzv. dvousmérnymi registrovymi pocitaci. Od registrovych pocitact z domaciho kola
se lisi tim, Ze se pfi ¢teni vstupniho slova dovedou vracet zpét. Jejich formalni definici najdete ve studijnim textu, ktery
nasleduje za zadanim soutézni tlohy. Zména oproti pavodni definici registrovych pocitact z doméaciho kola je zvyraznéna.
SoutéZni tloha: NapiSte program pro dvousmérny registrovy podcitaé, ktery bude fesit nasledujici tlohu: Vstupem programu
bude fetézec pismen a, b, c, d. Poc¢ita¢ ho oznaci jako spravny pravé tehdy, jestlize je to palindrom, tzn. je stejny pii ¢teni
zepfedu i zezadu. Formélné feceno: slovo ajazas . ..an—1a, je palindrom, jestlize a1 = ay, a2 = an—1, ..., Q|n/2] = A[n/2]-
Tedy naptiklad vstupy bacab a dd jsou palindromy, zatimco vstupy baacdbb a bacabdccc nejsou.

Zakladnim kritériem hodnoceni navrzeného programu bude pocéet registru, které vas program pouziva. Pokuste se napsat
program, kterému jich stac¢i co nejméné. Druhym kritériem pak bude doba vypocétu programu.

Studijni text:

Registr je néco podobného jako proménnd. V registru mize byt ulozeno libovolné velké nezaporné celé ¢islo. Na rozdil
od proménnych, které mezi sebou muizeme scitat, odc¢itat a nasobit, s registrem lze provadét jen tfi jednoduché operace:
zvétsit jeho obsah o 1, zmensit jeho obsah o 1 (pokud se pokusime zmensit obsah registru obsahujiciho hodnotu 0, zlistane
v ném 0) a otestovat registr, zda je v ném 0. Na za¢dtku vypoctu jsou ve vSech registrech nuly.

Registrovy pocita¢ muze pouzivat neomezeny pocet registrti oznacenych Ry, R1, Rs, atd. Vedle registri ma k dispozici
jesté konecéné velkou pomocnou pamét.

Program pro registrovy pocita¢ budeme zapisovat v jazyce velmi podobném programovacimu jazyku Pascal. Programo-
vaci jazyk registrového pocitace bude oproti Pascalu rozsifen napriklad o prikazy pro praci s registry, naopak nékteré ptrikazy
z Pascalu v ném budou zakazany.

Registrovy pocita¢ bude fesit lohy néasledujiciho typu: pocita¢ dostane na vstupu zadano slovo (fetézec pismen) a po
néjakém cCase odpovi, zda je toto slovo sprdvné nebo $patné. Aby nam mohl odpovédét, zavedeme do programovaciho jazyka
specialni piikazy Accept a Reject. Jakmile se béhem vypoctu vykond piikaz Accept, vstupni slovo je spravné a vypocet kondi.
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Jestlize se provede prikaz Reject, slovo je Spatné a vypocet konc¢i. Pokud se vypocet zacykli nebo pokud skonéi, aniz by se
provedl ptikaz Accept nebo Reject, zadané vstupni slovo je rovnéz Spatné.

Piikaz ,pfic¢ti 1 k obsahu registru R* budeme znacit Inc(R), ,odecti 1 od obsahu registru R“ budeme znacit Dec(R).
Vyraz Zero(R) je pravdivy, jestliZe je v registru R nula, v opa¢ném piipadé je nepravdivy.

V kazdém programu muzeme pouzit jen konecné mnoho registri. Kromé nich miizeme pouzit uz jen konstantni pocet
pomocnych proménnych typu byte* (nemtizeme tedy pouzivat pole!) a dile mizZeme zvld$tnim zpisobem vyuzivat jednu
specidlni proménnou vstup typu char.

Proménna vstup vidy obsahuje hodnotu aktualniho pismena ze vstupu. Na zafatku vypoétu je aktudlnim pismenem
prvni pismeno zadané na vstupu. Polohu aktualniho pismena muZeme v programu zménit provedenim p¥ikazu Left (aktu-
alnim se stane piedchazejici pismeno) a Right (aktudlnim se stane nasledujici pismeno). Pokud by se po provedeni jednoho
z téchto prikazu mélo aktualni pismeno nachazet mimo zadané vstupni slovo, proménna vstup bude obsahovat specialni
znak $. (MuaZeme si predstavovat, Ze pred i za vstupnim slovem je zapsino dostate¢né mnoho znaku $.)

Jelikoz registrovy pocita¢ ma kromé registrt jen koneéné mnoho paméti, nemize si dovolit pouZivat rekurzi (nemél by
si kde pamatovat navratové adresy). My pro jistotu uplné zakazeme definovat a pouzivat v programu procedury a funkce.
Zakazano je i volani vSech standardnich procedur a funkci jazyka Pascal. V aritmetickych vyrazech lze pouzivat pouze
proménné (tedy ne registry!), celo¢iselné konstanty, celo¢iselné operdtory +, -, *, div, mod a zdvorky. V podminkéch se
mohou pouZivat vyrazy Zero(R;), béZné rela¢ni operatory (<, <=, ...), logické spojky a zévorky.

Z klicovych slov jazyka Pascal jsou tedy v programovacim jazyku registrového pocitace povolena pouze nasledujici: var,
begin, end, if, then, else, case, of, while, do, repeat, until, for, to, downto, div, mod, and, or, not, xor.

Priklad 1:

Napiste program pro dvousmeérny registrovy pocitac, ktery bude fesit nasledujici llohu: Na vstupu bude zadan fetézec
pismen a, b, c. Necht « oznacuje pocet pismen a ve vstupnim Fetézci, 8 necht je pocet b a v podet c. Pocita¢ mé vstupni
fetézec oznacit za spravny pravé tehdy, kdyz a = 6 = .

Reseni: Projdeme vstupni slovo zleva doprava a v registrech R; a Ry si pfitom spoc¢itdme hodnoty o a 3. KdyZ vstupni
slovo doc¢teme, porovname obsahy obou registri. Vratime se na zacatek, pfi druhém prichodu vstupnim slovem spocitame
v Ry a Ry hodnoty § a v a opét je porovname. Rozmyslete si, ze by stacilo pouzit jediny registr, v némz bychom méli
hodnotu |a — 3|, resp. |3 — 7.

var vstup: char;
begin
while (vstup<>’$’) do begin
if (vstup=’a’) then Inc(Ry);
if (vstup=’b’) then Inc(Ry);
Right;
end;
while not Zero(Ri) do begin
Dec(Ry1); if Zero(Ry) then Reject else Dec(Rg);
end;
if not Zero(Ry) then Reject;
{ bylo stejné& ’a’ a ’b’, vratime se na zadatek }
Left; while (vstup<>’$’) do Left;
Right;

while (vstup<>’$’) do begin
if (vstup=’b’) then Inc(Ry);
if (vstup=’c’) then Inc(Ry);
Right;
end;
while not Zero(Rj) do begin
Dec(R1); if Zero(Rp) then Reject else Dec(Ry);
end;
if Zero(Ry) then Accept;
end.

Priklad 2:

Napiste program pro dvousmeérny registrovy pocitac, ktery bude fesit nasledujici ilohu: Na vstupu bude zadan fetézec
pismen a. Pocita¢ ho oznaci za spravny pravé tehdy, kdyz je jeho délka mocninou tii.

Reseni: ReSeni bude vypadat stejné jako na jednosmérném registrovém podcitaci. Projdeme vstupnim slovem zleva
doprava, pfi¢emz si do registru Ry ulozime délku tohoto slova. Potfebujeme zjistit, zda je to mocnina tfi. Ulozenou hodnotu
proto budeme délit tfemi, dokud to pujde. Jestlize nakonec dostaneme podil 0 a zbytek 1, ptivodni ¢islo bylo mocninou ti,
jinak nebylo.

* takova proménné obsahuje jedno celé ¢islo z rozmezi od 0 do 255



var vstup: char;
zbytek: byte;
begin
while (vstup<>’$’) do begin Inc(R1); Right; end;
if Zero(Ry) then Reject;
while true do begin
zbytek:=0;
while not Zero(Ri) do begin
Dec(R1);
zbytek:=(zbytek+1l) mod 3;
if (zbytek=0) then Inc(Rg);
end;
if (Zero(Rg) and (zbytek=1)) then Accept;
if (zbytek<>0) then Reject;
while not Zero(Rg) do begin Dec(Ry); Inc(Ri); end;
end;
end.



