52. ro¢nik Matematické olympiady — 2002/2003

Resent loh celostdtniho kola kategorie P — 1. soutésni den

P-II1-1 Hrackarstvi

Pfi feSeni tlohy si nejdiive uvédomime, zZe ze zadanych ¢isel hracek miizeme snadno odvodit, které dité chce
hracku po kterém ditéti. Situaci si pfedstavime jako orientovany graf, kde vrcholy odpovidaji détem a od vrcholu ¢
vede hrana k vrcholu 7, pokud dité ¢ chce hracku po ditéti j. Protoze dité je ochotno vyménit hracku pouze tehdy,
kdyz dostane tu svou vytouzenou, mohou si déti vyménovat hracky pouze po cyklech — aby se dité i; vzdalo své
hracky, musi dostat hracku od iz, to od i3 a tak déle, az néjaké dité dostane hracku od i;. Chceme tedy nalézt v grafu
mnozinu disjunktnich kruznic (pro snazsi vyjadfovani budeme nadéle povazovat za kruznici i vrchol se smyckou),
které dohromady obsahuji co nejvice vrchold. Hledani téchto kruznic je usnadnéno tim, ze kazdé dvé kruznice v nasem
grafu jsou disjunktni — kdyby néjaké dvé kruznice mély spoleény vrchol, musely by se v néjakém misté také od sebe
oddélovat. Z prislusného vrcholu by tedy musely vést dvé hrany, coz ovSem v naSem grafu neni mozZné.

A nyni jak budeme kruznice hledat: Za¢neme v libovolném vrcholu (tfeba prvnim) a ptjdeme po hranédch
(z kazdého vrcholu vede pravé jedna hrana, takZe postup je jednozna¢ny), dokud se nevratime do néjakého vrcholu,
ve kterém jsme uz byli (to pozndme snadno, kdyz si budeme oznacovat navstivené vrcholy). Tim jsme v grafu nalezli
néjakou kruznici, tu mizeme vypsat a jeji vrcholy oznacit za vyfeSené. Vrcholy, které jsme prosli predtim, nez jsme se
dostali na kruznici, pro zménu zaruéené na zadné kruznici nelezi (jinak by z néjakého vrcholu musely vést alesporii dvé
hrany). Proto se témito vrcholy uz nikdy nemusime zabyvat a miizeme je rovnéz oznacit jako vyfeSené. Nyni vezmeme
dalsi dosud nevyfeseny vrchol a opét se z néj vydame hledat kruznici. Pokud narazime na néjaky jiz vyfreseny vrchol,
hledani ukonc¢ime a projité vrcholy oznac¢ime jako vyfeSené — nemohou totiz zfejmé lezet na zaddné kruznici. Kdyz
uz nezbude zadny nevyfeseny vrchol, mame nalezeny vsechny kruznice a vypocet ukonc¢ime. Jedinym nedofeSenym
problémem zustava, jak rychle hledat dosud nevyresené vrcholy. To muzeme snadno délat tak, ze pti hledani dalsitho
nevyfeseného vrcholu za¢neme hledat od naposledy nalezeného vrcholu (pfed nim jisté zadné nevyfeSené jiz nejsou).
Diky tomu s hleddnim vrcholt stravime dohromady ¢as O(NN) a protoze na nalezeni kruznic potfebujeme dohromady
téz O(N) (kazdou hranou projdeme nejvyse jednou), je celkova Casova slozitost O(N). Paméfova slozitost je také
O(N).

/* Hrackafstvi */
#include <stdio.h>

#define MAXD 100 /* Maximdlni polet dé&ti */

int N; /* Poet d&ti */

int Ma[MAXD]; /* Cislo hracky, kterou pfisluiné dit& ma */
int Vlastni[MAXD]; /* Dité, které vlastni p¥isluSnou hracku */
int Chce[MAXD]; /* Dité, jehoZ hracku prislusné dité chce */
int Hotovo[MAXD]; /* Uz jsme dité& Fedili? x*/

/* Naite vstup */
void nacti(void)

{
int 1i;
scanf ("%d", &N);
for (i = 0; i < N; i++) {
printf("Dite %d: ", i+1);
scanf ("%d %d", &Mal[i], &Chcel[il);
Ma[i]l--; Chcel[i]--;
Vlastni[Ma[il] = i;
}
/* Prevedeme odkazy na hraclky na odkazy na déti */
for (i = 0; i < N; i++)
Chce[i] = Vlastni[Chcel[il];
}

/* Projde déti a zjisti nejvét3i spokojenou skupinu */
void res(int act)

{

int start = act;



/* Projde d&ti a najde cyklus */
while (!Hotovol[act]) {
Hotovol[act] = 1;
act = Chcelact];
}
/* VypiSe cyklus */
while (Hotovo[act] !'= 2) {
Hotovolact] = 2;
printf (" %d", act+l);
act = Chcelact];
}
/* Jedt& oznalime zbylé projité vrcholy */
act = start;
while (Hotovo[act] !'= 2) {
Hotovol[act] = 2;
act = Chcelact];

int main(void)
{

int 1i;
nacti();

printf ("Spokojene deti:");
for (i = 0; i < N; i++)
if (!Hotovol[il) /* Zatim jsme dité& nefeZili? */
res(i);
printf("\n");
return O;

P-I11I-2 Knihovna

Zakladem naseho feSeni bude funkce existuje(s:integer), kterd pro zadanou sitku s rozhodne, zda existuje
knihovna s P polickami, do které lze umistit vSech N knih. Ozna¢me T soucet tlousték knih, tj. T =1t 4+ ... + tn.
Potom minimélni $itka knihovny s P poli¢kami pro dané knihy je alespori T'/P. Na druhou stranu, ur¢ité existuje
knihovna §itky T/P + timaz, kde tme. je maximélni tloustka knihy: Knihy rozmistime na policky tak, ze kazdjch
prvnich k£ policek obsahuje nejmensi mozny pocet knih takovy, aby soucet tlousték knih na téchto polickach byl
alesponi kT'/P. Snadno nahlédneme, ze $ifka kazdé policky je nejvyse T/P + tpqz, a tedy existuje knihovna takové
sifky. Optimalni Sirku skiiné pak nalezneme vyzkouSenim vSech hodnot mezi T/P a T/P + tyq, jako mozné sitky
sk¥iné. Takovych hodnot je ale konstantné mnoho kviili omezeni na tloustku knihy ze zadani tlohy.

Samotn4 funkce existuje bude fungovat nésledovné: Pro zadané s nalezne nejvétsi i1 takové, ze Y ;L t; <'s;
je jasné, Ze i1 je maximalni mozny pocet knih, které lze umistit do prvni policky. Poté nalezneme nejvétsi io takové,
7e 22;1 41t < s, tedy nejvétsi mozny pocet knih iz, které lze umistit do prvnich dvou poli¢ek, atd. Pokud se nam
podafi umistit vSechny knihy, tj. ip = N, pak existuje knihovna sitky s, do které lze vSechny knihy ulozit; v opa¢ném
pripadé takova knihovna zjevné neexistuje.

Zbyvé domyslet, jak rychle hledat ¢isla ix, 1 < k < P, ve funkci existuje. Za timto ucelem si nejprve vytvorime
pomocné pole, ve kterém budou uloZeny soucty tlousték prvnich j knih pro 1 < j < N. Pri pocitani hodnoty i
metodou piileni intervalu vyhleddme v tomto pomocném poli nejvétsi ¢islo i’ takové, Ze 22;1 ti— Yt < s
ziejmé ¢ je hledand hodnota ij.

Nyni odhadnéme ¢asovou a paméfovou slozitost naseho algoritmu. Funkce existuje provede P vyhleddvani
v poli velikosti N, tj. doba jejiho béhu je majorizovana funkci O(Plog N). Celkova doba béhu naseho programu
je tedy O(N + Plog N); ¢as O(N) spotfebujeme kromé nacteni dat také na vytvofeni pomocného pole popsaného
v minulém odstavci. Pokud by platilo, ze Plog N > N, lze vyse popsanou funkci existuje nahradit jednodussi
funkei pracujici v éase O(N), kterd misto P binarnich vyhleddvani projde pole sekvenéné. Casova slozitost naseho
programu je tedy majorizovdna funkci O(NN). Pamétova slozitost je O(NN) — pole velikosti N je potfeba na uloZeni
tloustek jednotlivych knih a stejnd je i velikost pomocného pole.
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program knihovna;
const MAXN=1000;
var tloustka: array[1l..MAXN] of word;
soucet: array[O..MAXN] of word;
n: word;
p: word;
function vyhledej(s: word): word;
var i1,i2: word;
begin
il:=0; i2:=n;
while i11<i2 do

if soucet[(i1+i2+1) div 2]>s then

i2:=(i1+i2+1) div 2-1
else
i1:=(i1+i2+1) div 2;
vyhledej:=il
end;

function existuje(sirka: word):boolean;

var i,j: word;
begin
i:=0;

{ tloustky knih }

{ soucty tlousték knih }
{ pocet knih }

{ pocet policek }

for j:=1 to p do i:=vyhledej(soucet[i]+sirka);

existuje:=i=n;
end;
var i: word;
sl, s2: word;
tmax: word;

begin
readln(n,p);
tmax:=0;

for i:=1 to n do
begin
read(tloustkal[i]);

if tmax<tloustka[i] then tmax:=tloustkal[i]

end;
soucet[0] :=0;

for i:=1 to n do soucet[i] :=soucet[i-1]+tloustkalil;

sl:=soucet[n] div p;
s2:=soucet[n] div p+tmax;
while s1<s2 do
if existuje((s1+s2) div 2) then
s2:=(s1+s2) div 2
else
sl:=(s1+s2) div 2+1;

writeln(’Optimdlni Si¥ka sk¥iné: ’,sl,’ mm’);

i:=1;
while i<=n do
begin
write(’Knihy na polic&ce:’);
s2:=0;

while (i<=n) and (s2+tloustkal[i]l<=s1) do

begin

write(’ ’,i,’(’ ,tloustkalil],’ mm)’);

s2:=s2+tloustkali];
inc(i);
end;
writeln;
end
end.



P-III-3 Reverzibilni vypodty: S¢&itani

Pront reseni: Inspirujeme se tradi¢nim algoritmem pro séitani ¢isel ,pod sebou“ a uvédomime si, Ze neni zavisly
na pouzité ¢iselné soustavé (zvédavéjsi povahy obétuji 5 minut na diikaz indukei). Pokud bychom uméli spoéitat
pfenosy mezi fady, je samotné secteni trividlni: A} = A;xor B; xor P;, kde P; je pfenos z i — 1-niho do i-tého fadu (zor
funguje Gplné stejné jako séitdni dvou bitt modulo 2). Pokud jsme ochotni obétovat pamét na vSechna P;, miZeme
je spoéitat postupné: Py = 0; pro i > 0 je P, = 1, kdyz budto A;_1 a B;_1 jsou soucasné jedni¢ky nebo kdyz alesponi
jedno z nich je jedni¢ka a P;_; je jednicka. Z toho okamzité dostavame program s linedrni ¢asovou i prostorovou
slozitosti:
procedure Add(var n:word; var A,B:array [0..n-1] of bit);
var P:array [0..n] of bit;
begin
wrap
for var 1 = 0 to n-1 do
P[i+1] "= (A[i] and B[il) or ((A[i] or B[il) and PI[il)
on
for var 1 = 0 to n-1 do
A[i]l ~= B[i] xor P[i]
end;

My se ovSem s linearnim mnoZstvim paméti nespokojime a zkusime byt pfi vypoctu prenosu Setrnéjsi. Cely problém
je v tom, Ze na spocCteni P; potfebujeme P;_;, a to musi byt dostupné i v okamziku, kdy budeme P; odpocitavat
(pokusy o odpoéitavani P; pomoci P,y selhdvaji na tom, Ze kdyz uZz jsme si jednoho ze séitanct prepsali vysledkem,
nelze uréit, zda jednic¢ka z vysledku vznikla z jednicky v pfepsaném s¢itanci nebo z nuly a pfenosu z nizsiho fadu).
Takze si musime P;_; celou dobu pamatovat a prostorova slozitost prosté musi byt vzdy alespon linearni a nase
prvni feSeni je optimélni ... a nebo preci jen ne? Ne§lo by na P;_; zapomenout a az budeme chtit P; odpocitat,
tak si P;_; spocitat znovu? To by fungovalo, ale musime to provést Sikovné, abychom rekurzivnim volanim vypoctiu
predchozich P; nespotiebovali vice paméti, nez jsme usetfili. Tak ziskdme

Druhé teseni: Sestrojime si proceduru Prenos(i,1,in,out), kterd pro néjaky tsek ¢isel A a B (konkrétné od i-tého
fadu do i + | — 1-niho) za pfedpokladu, Ze pfenos do naseho tiseku z nizSich f4dd P; = in, spoCitd prenos P;;
do vyssich fada a prixoruje jej k proménné out. Pokud je tsek jednoprvkovy, udéla to jiz dobfe znamym zpisobem
z naseho prvniho feSeni (v konstantni paméti). Vétsi tsek si rozdéli na poloviny, rekurzivné si spocitd prenos mid
z nizsi poloviny do vyssi, pak rekurzivné spocita pfenos z vyssi poloviny ,ven“ a nakonec mid tfetim rekurzivnim
zavolanim odpocité. To se d4 jako obvykle snadno zapsat pomoci prikazu wrap:
procedure Prenos(var i,l:word; var in,out:bit);
var 11,12,j:word;
var mid:bit;
begin
if 1=1 then { jednobitovy pfenos }
out "= (A[i] and B[i]) or ((A[i] or B[i]) and in)
else wrap begin

11 += 1 div 2; { 11=délka dolni poloviny }
12 += 1-11; { 12=délka horni poloviny }
j += i+l1; { j=zacatek horni poloviny }
Prenos(i,11,in,mid) { ptenos pfes dolni polovinu }
end

on Prenos(j,12,mid,out) { pfenos pfes horni polovinu }

end;

Jelikoz pii kazdém rekurzivnim volan{ klesne ! minimélné na polovinu, je hloubka rekurze nejvyse [log, ], takze
si ¢as strdveny touto procedurou T'(1), bude platit T(I) = 1+ 3 - T'(1/2): procedura vykond né&jakou konstantni praci
(jelikoz n4s slozitost zajima jen asymptoticky, mtzeme pfedpoklddat, Zze jednotkovou), nacdez t¥ikrat zavold sama sebe
na vstup polovi¢ni délky. Dosadime-li tento vztah do sebe sama, dostaneme T'(I) = 1+3-(1+3-T7'(1/4)) = 1+3+9-T(1/4)
a kdyz budeme dosazovat dal, po k krocich dojdeme k T'(1) = 1+3+...+3*"14+3k.7(1/2F). My ale vime, Ze T'(1) = 1,
takze pro k = log, | (nase hloubka rekurze) vyjde T'(I) = 1+ 3+ ...+ 38!~ 4 310821 To je oviem geometricka fada
se souctem (3¥*t1 —1)/2 = O(3%) = O(3'°#2!), coz mizeme jesté zjednodusit: 30821 = (2l0823)logxl — glogy 3-logy I —
(2logzlylogs 3 — Jloga 3 < [159 7 toho plyne, Ze asova slozitost celé procedury je T'(1) = O(I*9).

Ted bychom mohli rekurzivni vypocet pfenost zapojit do nasi pivodni s¢itaci procedury (musime ovSem scitat
pozadu, abychom si nepfepsali hodnoty, ze kterych budeme pfenosy jesté potfebovat) a ziskat tak s¢itani s loga-
ritmickou prostorovou sloZitosti v ¢ase O(n - n!%9) = O(n?-59), ale neudéldme to, protoZe si v§imneme, e kazdy
z blokovych pfenosti bychom pocitali zbytecné mnohokrat.
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Misto toho zkonstruujeme podobnou rekurzivni proceduru, kterd bude provadét soucasné séitani a pocitani
prenosu. Nazveme ji Secti a bude mit uplné stejné parametry jako procedura Prenos. Nejdfive si zavolad proceduru
Prenos pro vypocet pienosu z dolni poloviny bloku (ten opét pfixoruje k proménné mid), pak rekurzivnim zavoldnim
sebe sama seCte horni polovinu ¢isla a nakonec rekurzivné zavola sebe sama pro dolni polovinu ¢isla, ¢imz ji jednak
seCte a jednak odpocita prenos mid. Trividlni pripad s¢itani jednobitovych Cisel opét vyresime klasicky.

procedure Secti(var i,l:word; var in,out:bit);
var 11,12,j:word;
var mid:bit;
begin
if 1=1 then begin { jednobitové s&itani }
out "= (A[i] and B[i]) or ((A[i] or B[i]) and in);
A[i]l "= B[i] xor in

end
else wrap begin
11 += 1 div 2; { opét pocitame, kde jsou poloviny }
12 += 1-11;
j += i+11
end
on begin

Prenos(i,11,in,mid); { ptenos pfes dolni polovinu }
Secti(j,12,mid,out); { se&teme horni polovinu }
Secti(i,11,in,mid) { se&teme dolni a odpolteme pfenos }
end

end;

Casové i prostorova slozitost nasi séitaci procedury bude stejna jako u procedury Prenos, protoZe a7 na oSetfovani
trividlnich pfipadu, které je konstantni, vypadaji obé procedury tiplné stejné. Séitdme tedy v prostoru O(logn) a
¢ase O(n'-%?). Program vypada takto:

procedure Add(var n:word; var A,B:array [0..n-1] of bit);

{ Zde jsou vloZeny procedury Prenos a Secti }

var zero:word;

var in,out:bit;

begin

Secti(zero,n,in,out); { vime, Ze out vyjde nulovy }
end;

Treti veSeni: A neSlo by to jesté 1épe? Zkusme vyfeSit jednodussi problém: jak k danému ¢islu pricist jednicku,
tedy nalézt maximalni souvisly tisek jedni¢ek na nejnizsich fadech, tyto jednicky zménit na nuly a bezprostiedné
predchazejici nulu zménit na jednicku. Jinak feCeno zménit ty Cislice, za kterymi jiz nenasleduje zaddné nula. To se
ovSem d4 zaridit snadno nasledujicim trikem: Nejdfive postupujeme od nejnizsiho fadu k nejvyssimu a za kazdou
nulu si do pocitadla pri¢teme jednicku, a pak projdeme pole jesté jednou v opa¢ném sméru, pocitadlo za kazdou nulu
o jednicku snizujeme a jakmile dospéje do nuly, zacneme vSechny bity, pres které prejdeme, negovat:
procedure AddOne(var n:word; var A:array [0..n-1] of bit);
var i,c:word;
begin
for var i=0 to n-1 do
if A[i]=0 then c += 1;
for var i=n-1 downto O do begin
if A[i]=0 then c -= 1;
if ¢=0 then A[i] "= 1;
end;
end;

Dokézeme to tedy v linedrnim case a konstantnim prostoru. Jenze kdyz umime pfic¢ist jednicku, dokazeme pricist i
libovolnou mocninu dvojky — staci zacit u jiného nez nejnizsiho fadu, a tim padem také libovolné jiné ¢islo, protoze
ho muZeme rozloZit na mocniny dvojky a kazdou pficist zvIast:

procedure Add(var n:word; var A,B:array [0..n-1] of bit);

var i,j,c:word;

begin

for var i=0 to n-1 do
if B[i]=1 then begin
for var j=i to n-1 do



if A[j]1=0 then c += 1;
for var j=n-1 downto i do begin
if A[j]=0 then c -= 1;
if ¢=0 then A[j] "= 1;
end;
end;
end;

Tak dosdhneme ¢asové slozitosti O(N?) pii prostorové slozitosti O(1).

Pozndmka na zdvér: ReSeni v konstantnim prostoru téZi z toho, Ze jsme v naSem vypocéetnim modelu nadefinovali
prostorovou slozitost ponékud nedbale a neméfime ji v bitech, nybrz ve wordech. Kdybychom pocitali opravdu
precizné, nebyla by prostorova slozitost tfetiho feSeni konstatni, nybrz logaritmicka, zatimco druhé feseni by se dalo
snadno upravit tak, aby mélo stéle logaritmickou slozitost (sta¢i si uvédomit, Ze jej lze naprogramovat nerekurzivng,
¢imz se zbavime prostoru na lokdlni proménné). OvSem Gasové slozitosti zlistanou zachovany, takze druhé feSeni bude
pracovat v témze prostoru rychleji.



52. ro¢nik Matematické olympiady — 2002/2003

Resend viloh celostdtniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-III-4 Poklad kapitana Flinta

se tétiv délicich N-tihelnik na dily. Naleznéte maximalni pocet dilti, z nichz zadné dva nemaji spole¢nou stranu.

Uvazujme nasledujici graf G. Vrcholy grafu budou odpovidat jednotlivym dilim N-thelnika, pficemz dva vrcholy
budou spojeny hranou, pokud jim odpovidajici dily maji spoleénou stranu. Graf G zfejmé bude souvisly a navic
nebude obsahovat zadny cyklus. Uvnitf cyklu by totiz lezela alespon jedna sténa grafu G. Té musi odpovidat néjaky
prusecik v nakresleném N-thelniku. Tento prusecik vSak rozhodné nemitze lezet na okraji N-tthelnika, a mame tak
spor s tim, ze zadné dvé tétivy se neprotinaji.

Souvisly graf bez cykli je strom a nase tloha se tim zjednoduSuje na nalezeni maximalni nezavislé mnoziny vr-
cholti (tj. takové mnoZiny vrcholi, Ze Zaddné dva vrcholy z této mnoziny nejsou spojeny hranou) ve stromu. Maximalni
nezavislou mnozinu mizeme urcit prohledavanim do hloubky. Na pocatku si oznac¢ime vSechny vrcholy jako ptijatelné
do nezavislé mnoziny. Zacneme v libovolném vrcholu prohledavat strom. Kdyz se vracime z néjakého vrcholu, ktery
je oznacen jako prijatelny, pfiddme ho do nezéavislé mnoziny a jeho otce odznac¢ime. Kdyz takto projdeme cely graf,
mame vybranou maximalni nezavislou mnozinu. Nezavislost vybrané mnoziny je zfejma. Pro¢ ale bude vybrana mno-
Zina maximélni? Oznacme si vybranou nezavislou mnozinu A a déle si vezméme maximélni nezavislou mnozinu B,
kterd se od nasi vybrané mnoziny li$i v nejméné vrcholech. Nyni se podivejme na takovy vrchol v, ve kterém se A a
B lisi a ktery je nejvzdalenéjsi od vrcholu, ve kterém zacalo prohledavani do hloubky. Pripad, kdy v je v B ane v A,
nastat nemiuze, protoze kdyZ jsme néjaky vrchol v nevzali do A, tak pouze proto, Ze byl sousedem néjakého vrcholu u
pod nim zafazeného do A. ProtoZe v je nejvzdalenéjsi vrchol, ve kterém se A a B 1isi, musi byt u obsazen i v B, a
tedy B také nemuze obsahovat v. Muze tedy nastat pouze situace, Ze v je obsazen v A a neni obsaZen v B. Pokud ale
v pfiddme do B a z B vyfadime otce v (pokud v ni byl), bude B stale maximalni nezavisl4 mnozina a pfitom se bude
liSit v méné vrcholech, coz je spor s vybérem B. Vybrana nezavisld mnozina A musi byt proto skute¢né maximéalni.

Zkonstruovat vyse popsany graf a na ném pak provést prohledani do hloubky je zbytecné pracné. My budeme graf
prohledavat bez jeho explicitni konstrukce. Nejdfive si tétivy zorientujeme tak, aby kazda tétiva zacinala ve vrcholu
s nizsim c¢islem a priddme pomocnou tétivu zacinajici v prvnim a koncici v poslednim vrcholu. Tétivy si pomoci
prihradkového t¥idéni setfidime vzestupné podle jejich pocatku, tétivy zacinajici ve stejném vrcholu pak sestupné
podle jejich konce. Nyni postupné prochazime vrcholy N-thelniku v potfadi od vrcholu s ¢islem jedna po vrchol
s Cislem N. Pfi prochézeni si udrzujeme zasobnik s tétivami, od nichz jsme vidéli zacatek, ale ne konec. U kazdé
tétivy na zasobniku si navic pamatujeme, zda je prijatelnd. Vzdy, kdyz za¢neme zpracovavat novy vrchol, nejdfive
ze zasobniku odebereme tétivy, které v tomto vrcholu konc¢i. Pokud je odebirand tétiva oznacena jako prijatelna,
zvétsime velikost nezavislé mnoziny a odznac¢ime tétivu pod ni v zadsobniku. Po odebrani vSech kondcicich tétiv pfidame
na zasobnik vSechny tétivy zacinajici v daném vrcholu a oznac¢ime je jako prijatelné. Pak pokracujeme do dalsiho
vrcholu N-thelniku. Vypocet skon¢ime po projiti vSech vrcholi N-thelniku.

Uvedeny algoritmus pfesné odpovida dfive popsanému prohledévani do hloubky. Kazda tétiva totiz jednoznacéné
koresponduje s hranou v grafu, ktera spojuje vrcholy odpovidajici diliim oddélenym tétivou. UlozZeni pomocné tétivy
(1, N) na zasobnik odpovida vstupu do vrcholu, ze kterého zac¢indme prohledavani. UloZeni dalsi tétivy na zasobnik
odpovida prejiti po odpovidajici hrané dolt (smérem od vrcholu, ve kterém zacalo prohledavani), vybrani tétivy
ze zasobniku pak navratu zpét po hrané. Pfi prohledavani do hloubky jsme si oznacovali vrcholy, které lze pridat
do nezavislé mnoziny. V upraveném algoritmu misto vrcholu znac¢ime tu hranu, po které jsme do vrcholu poprvé
vstoupili. Algoritmus mé ¢asovou i pamétovou slozitost O(N) (tétiv nikdy nemize byt vice nez N — 3).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXV 30000 /* Maximalni po&et vrchold */
#define MAXR 30000 /* Maximdlni polet Fezl */

/* Struktura pro jeden Ffez */
struct rez {

int a, b;
};
int rezu, vrcholu; /* Polet Fezl a vrchold */
struct rez r[MAXR]; /* Jednotlivé Fezy */
int vpoc[MAXV]; /* Polty fez@ zadinajicich v jednotlivjch vrcholech */



/* Nalte vstup */
void nacti(void)

{
int pom, i;
FILE *vstup;
if (!(vstup = fopen("poklad.in", "r")))
exit(1);
fscanf (vstup, "%d %d", &vrcholu, &rezu);
for (i = 0; i < rezu; i++) {
fscanf (vstup, "%d %d", &rlil.a, &r[il.b);
r[i].a--; rl[i].b--;
if (r[i]l.a > r[i]l.b) {
pom = r[i].a;
r[i]l.a = r[i] .b;
r[i].b = pom;
}
}
fclose(vstup);
/* Pridéme jesté& fiktivni fez mezi prvnim a poslednim vrcholem */
r[rezul] .a = 0;
r[rezu] .b = vrcholu-1;
rezut+;
}

/* Set¥idi Fezy podle polatku a konce */
void setrid(void)
{
struct rez r1[MAXR]; /* Jednotlivé pfeskladané Fezy */
int vrchind[MAXV]; /* Index, kde zalinaji fezy z/do daného vrcholu */
int vrchpoc [MAXV]; /* Polty fezd z/do daného vrcholu */
int 1i;

/* Prvni prichod t¥idéni =/
for (i = 0; i < vrcholu; i++)
vrchpoc[i] = 0;
/* Spolteme polty fezd do jednotlivjch vrchold */
for (i = 0; i < rezu; i++)
vrchpoc [r[i] .b]l++;
vrchind[0] = O;
for (i = 1; i < vrcholu; i++)
vrchind[i] = vrchind[i-1] + vrchpoc[i-1];
/* Prerovndme fezy podle cilového vrcholu */
for (i = 0; i < rezu; i++)
ri[vrchind[r[i].bl++] = r[i];

/* Druhy prichod t¥idéni */

for (i = 0; i < vrcholu; i++)
vrchpoc[i] = 0;

for (i = 0; i < rezu; i++)
vrchpoc[ri[il.a]l++;

vrchind[0] = O;

for (i = 1; i < vrcholu; i++)
vrchind[i] = vrchind[i-1] + vrchpoc[i-1];

/* Pferovname ¥ezy podle zdrojového vrcholu (bereme je sestupné podle cilového vrcholu) */

for (i = rezu-1; i >= 0; i--)
r[vrchind[r1[i].al++] = ri1[il;

}

/* Spocte, kolik Casti mapy mGZe kapitdn rozdat */
int spocti(void)



int casti = 0; /* Po&et &asti */

int zasvrch = 0; /* Vrchol zasobniku */

int zas[MAXR]; /* Zasobnik na zpracovavané fezy */

int zasuzit[MAXR]; /* ZnaCka, Ze pfisluSnd Cast mapy miZe bjt rozdana */

int actvrch = 0, actrez = 0; /* Aktualni vrchol a ¥ez mnohoihelnika */

while (actvrch < vrcholu) {

while (zasvrch && r[zas[zasvrch-1]].b == actvrch) {
if (zasuzit[zasvrch-1]) { /* Cast oddélena timto Fezem miZe byt pouzita? */
casti++;

if (zasvrch > 1)
zasuzit [zasvrch-2] = 0;
}
zasvrch--;
}
while (actrez < rezu && r[actrez].a == actvrch) {
zas[zasvrch] = actrez++;
zasuzit [zasvrch++] = 1;
}
actvrch++;
}
return casti;

}

int main(void)
{
FILE *vystup;

nacti();
setrid();

if (!'(vystup = fopen("poklad.out", "w")))
exit(1);

fprintf (vystup, "%d\n", spocti());

fclose(vystup) ;

return O;

}

P-II1-5 VaZeni

Pouzijeme upraveny tiidici algoritmus mergesort. V programu si budeme vytvafet jednosmérné spojové seznamy,
jez budou mit svym jednotlivym prvkim prifazeny mince. Vahy minci budou od pocatku ke konci seznamu tvotit
rostouci posloupnost. Mince stejné hmotnosti budou pfirazeny témuz prvku seznamu. Tento seznam budeme realizo-
vat tak, ze kazdy jeho prvek bude obsahovat ukazatel na nasledujici prvek seznamu a na strom, ktery obsahuje mince
(téZze hmotnosti) pfifazené tomuto prvku. Samotny strom bude binarni strom, ve kterém mé kazdy prvek zadného
nebo dva syny. Cisla minci ve stromé budou uchovavana v jeho listech a kazdy uzel tohoto stromu bude obsahovat
¢islo nékteré mince ze svého podstromu (v nasi implementaci to bude nejmensi ¢islo mince ve stroms).

Zakladem programu bude rekurzivni procedura vytvor (prvni,posledni), kterd vytvori jednosmérny spojovy
seznam popsany v prvinim odstavci. Tento seznam bude obsahovat vSechny mince s ¢isly od prvni do posledni.
Pokud jsou ¢isla prvni a posledni shodné, procedura vytvori jednoprvkovy seznam. Jeho jediny prvek bude ukazovat
na strom tvofeny jednim uzlem, ktery bude obsahovat ¢islo prvni=posledni. Pokud jsou ¢isla prvni a posledni
rliznd, procedura nejdiive rozdéli interval tvoreny cisly od prvni do posledni na dva intervaly polovi¢nich délek a
na kazdy z nich se rekurzivné zavold. Takto ziskdme dva linearni spojové seznamy s vlastnostmi popsanymi v prvnim
odstavci. Z nich nase procedura vytvofi jeden.

Vysledny seznam budeme vytvaret od zacatku, a to nasledujicim zpisobem: Na nékterou z minci ve stromé
hlavy (tj. prvniho prvku) prvniho ze seznamii a na nékterou z minci ve stromé hlavy druhého seznamu zavolame
funkci porovnej. Pokud je mince hlavy prvniho seznamu lehéi, odpojime hlavu od prvniho seznamu a pfipojime ji
na konec vysledného seznamu; poté pokracujeme porovnanim hlav nové vzniklé dvojice seznamu. Pokud je naopak
mince hlavy druhého seznamu lehéi, pfipojime na konec vysledného seznamu hlavu druhého seznamu a pokracujeme
s druhym seznamem bez jeho ptivodni hlavy. Zbyva piipad, kdy mince obou hlav maji stejnou hmotnost. V tomto
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ptipadé pripojime na konec vysledného seznamu prvek, ktery ukazuje na strom, jehoz levy podstrom je strom hlavy
prvniho seznamu a pravy podstrom je strom hlavy druhého seznamu; od obou seznami nasledné odpojime jejich
hlavy. Takto pokracujeme, dokud jeden nebo oba z naSich dvou seznamu nejsou prazdné. Pokud je jeden z nich
neprazdny, nezapomeneme ho pfipojit na konec vysledného seznamu.

Vytvofit cely program je nyni jiz snadné: Nejprve ze souboru vahy.in nac¢teme pocet minci N. Poté zavolame
proceduru porovnej s parametry prvni= 1 a posledni= N. Nakonec vypiSeme ¢isla v listech stromi (zleva doprava)
ve vysledném seznamu; kazdy strom vypiseme na samostatny fadek souboru vahy.out, a to v poradi, v jakém stromy
odpovidaji prvkiim seznamu. Cisla na kazdém fadku jsou setiidéna (z konstrukce stromt patiicim prvkim seznamu)
a hmotnosti minci v pofadi dle fadk jsou rostouci (dle vlastnosti vytvafeného seznamu). Zbyva si rozmyslet, Ze nas
algoritmus neprovadi zbytecné volani funkce porovnej, a urcit jeho ¢asovou slozitost.

Nejprve dokézeme indukei dle délky intervalu uréeného parametry pfi volani procedury vytvor, Ze nas program
neprovadi zbytecné volani funkce porovnej. Procedura vytvor vold funkci porovnej pouze na dvojice prvki z inter-
valu specifikovaného parametry procedury vytvor. Pokud je tento interval jednoprvkovy, dokazované tvrzeni plati
z trividlnich divodd. V opa¢ném pripadé, se nejprve vytvori dva seznamy rekurzivnim volanim procedury vytvor a
ty se nasledné slouci. Pii slucovani dvou seznami je funkce porovnej volana pouze na dvojice minci z rznych se-
znamu (tedy vysledek takového volani neni uréen vysledky volani funkce porovnej pfi rekurzi). Vzhledem k tomu, zZe
porovnavame z kazdého seznamu minci s nejmensi vahou (a mince s mensimi vahami jsme zafadili jiz do vysledného
seznamu), nemuze byt vztah hmotnosti minci z dotazované dvojice uréen predchozimi dotazy. MuZzeme tedy uzaviit,
ze zadné volani funkce porovnej neni zbytecné.

Hloubka rekurzivniho volani procedury vytvor je O(log N) (IV je pocet minci), nebot pfi kazdém volani se délka
intervalu specifikovaného parametry funkce zmensi na polovinu. Na slouceni dvou seznamil je tieba ¢as imérny délce
vysledného seznamu. Protoze na kazdé trovni volani se libovolnd mince vyskytuje pravé v jednom seznamu, je cas
straveny algoritmem bé&hem procedur vytvor na jedné trovni rekurze linedrni, tj. O(N). Celkova ¢asové slozitost je
tedy O(N log N). Libovolna mince se vyskytuje pfi béhu programu vzdy pravé v jednom seznamu, a tedy pamétova
slozitost programu je O(N).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "vahy_lib.h"

struct tuzel {
int prvek;
struct tuzel *levy, *pravy;
};
struct tseznam {
struct tuzel *strom;
struct tseznam *dalsi;

};

struct tseznam *vytvor(int prvni, int posledni) {
struct tseznam *vysledek, *seznaml, *seznam2, **ocas, *pomocna;
if (prvni==posledni) {
vysledek=malloc(sizeof (struct tseznam));
vysledek->dalsi=NULL;
vysledek->strom=malloc(sizeof (struct tuzel));
vysledek->strom->prvek=prvni;
vysledek->strom->levy=vysledek->strom->pravy=NULL;
return vysledek;
}
seznaml=vytvor (prvni, (prvni+posledni)/2);
seznam2=vytvor ((prvni+posledni) /2+1,posledni) ;
ocas=&vysledek;
while (seznaml&&seznam?2) {
switch (porovnej(seznaml->strom->prvek,seznam2->strom->prvek)) {
case 0:
(*ocas)=malloc(sizeof (struct tseznam));
(*ocas)->strom=malloc(sizeof (struct tuzel));
(*ocas)->strom->prvek=seznaml->strom->prvek;
(*ocas)->strom->levy=seznaml->strom;
(*ocas)->strom->pravy=seznam2->strom;
pomocna=seznaml; seznaml=seznaml->dalsi; free(pomocna);
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pomocna=seznam2; seznam2=seznam2->dalsi; free(pomocna) ;
break;
case 1:
*ocas=seznaml; seznaml=seznaml->dalsi;
break;
case -1:
*ocas=seznam2; seznam2=seznam2->dalsi;
break;
}
ocas=&((*ocas)->dalsi);
}
*ocas=seznaml?seznaml: (seznam2?seznam?2:NULL) ;
return vysledek;
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void vypis_strom(FILE *soubor, struct tuzel *uzel) {
if (uzel->levy) {
vypis_strom(soubor,uzel->levy);
vypis_strom(soubor,uzel->pravy) ;
}
else
fprintf (soubor,"%d ",uzel->prvek);

}

void vypis_seznam(FILE *soubor, struct tseznam *seznam) {
while (seznam) {
vypis_strom(soubor, seznam->strom);
fprintf (soubor,"\n") ;
seznam=seznam->dalsi;
}
}

int main(void) {
FILE *soubor;
int N;
struct tseznam *seznam;

soubor=fopen("vahy.in","r");
fscanf (soubor,"%d",&N) ;
fclose(soubor) ;
seznam=vytvor (1,N);
soubor=fopen("vahy.out","w"
vypis_seznam(soubor, seznam) ;
fclose(soubor) ;

return 0;
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