52. ro¢nik Matematické olympiady — 2002/2003
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Tvurci hvézd

Reseni této tlohy se sklada ze dvou ¢asti. Nejdiive spoéitdme, kde se musi nachazet stied symetrie, pokud
jsou hvézdy skutecné rozmistény symetricky. V druhé ¢asti pak ovérime, zda jsou hvézdy skutecné symetrické podle
spocteného stredu.

Stfed symetrie spocteme velmi snadno. Pokud stfed symetrie mé soufadnice (xs, ys, 2s), tak se hvézda o sou-
fadnicich (z,y, z) musi zobrazit na soufadnice (2 -z — 2,2 - ys — 4,2 - zs — z) (aby stfed symetrie lezel uprostied
usecky mezi hvézdou a jejim obrazem). KdyZ seteme odpovidajici soufadnice hvézdy a jejiho obrazu, dostaneme
(2 24,2 ys,2 - z5). Pokud jsou hvézdy rozlozeny symetricky, tak tedy sectenim odpovidajicich soufadnic vSech N
hvézd dostaneme (N - zg, N - ys, N - z5) (se soufadnicemi kazdé hvézdy jsme piicetli i soufadnice hvézdy, kterd byla
jejim obrazem), z ¢ehoz jiz trividlné spocteme ocekavany stied symetrie (x4, ys, 2s)-

Nyni potfebujeme jesté ovérit, ze hvézdy jsou skuteéné symetrické podle spoc¢teného stiedu. Abychom ovéro-
van{ zjednodusili (a zrychlili), setfidime si hvézdy lexikograficky podle jejich soufadnic (tzn. v takovém potadi, Ze
(z1,y1,21) < (x2,Y2,22) pokud 21 < 23 nebo x1 = x5 a y; < yz nebo 1 = Ta,y1 = Y2 & 21 < z2). Nyni si v§imnéme,
ze pokud jsou hvézdy symetricky rozlozeny, tak diky vztahtim mezi soufadnicemi hvézdy a jejiho obrazu plati, Ze i-ta
hvézda se musi zobrazit na N — i-tou hvézdu. Pro ovéreni symetrie tedy staci projit sefazené pole hvézd a ovérit, ze
i-t4 hvézda se skutecné zobrazi na N — i-tou hvézdu.

Zjisténi stfedu symetrie ndm zfejmé zabere ¢as O(N), tf¥idéni pole s hvézdami O(N log N) a ovéfovani symetrie
hvézd O(N). Celkové mé tedy algoritmus ¢asovou slozitost O(N log N). Pamétovd slozitost algoritmu je O(N).
program Hvezdy;
const

MAXN = 100;
type
Hvezda = record
X, ¥, 2 : Integer;

end;
PoleHvezd = Array[1..MAXN] of Hvezda;
var
N : Integer; {Pocet Hvezd}
H : PoleHvezd; {Jednotlive hvezdy}
Stred : Hvezda; {Spocitany stred symetrie}

{Nacte vstup}

procedure Nacti;

var
i : Integer;

begin
Write(’Pocet hvezd: ’);
ReadLn(N) ;

for i := 1 to N do begin
Write(’Hvezda: ’);
ReadLn(H[i].x, H[i].y, H[i]l.z);
end;
end;

{Nalezne stred symetrie}
procedure NajdiStred(var Stred : Hvezda);
var

i : Integer;



Xs, ys, zs : Integer;

begin
xs := 0;
ys := 0;
zs := 0;

{Spocteme prumer z kazde souradnice}
for i := 1 to N do begin

xs := xs + H[i] .x;
ys := ys + H[il.y;
zs := zs + H[i].z;
end;
Stred.x := xs div N;
Stred.y := ys div N;
Stred.z := zs div N;
end;

{Porovna souradnice dvou hvezd}
function PorovnejHvezdy(A, B : Hvezda) : Integer;

begin
if A.x <> B.x then begin
PorovnejHvezdy := A.x - B.x;
Exit;
end;

if A.y <> B.y then begin
PorovnejHvezdy := A.y - B.y;
Exit;

end;

if A.z <> B.z then begin
PorovnejHvezdy := A.z - B.z;
Exit;

end;

PorovnejHvezdy := 0;

end;

{Prohodi dva prvky haldy}
procedure Prohod(var Halda : PoleHvezd; A,B : Integer);
var
Tmp : Hvezda;
begin
Tmp := Haldal[A];
Halda[A] := Haldal[B];
Halda[B] := Tmp;
end;

{Vlozi prvek H do haldy}
procedure Vloz(var HT : Integer; var Halda : PoleHvezd; H : Hvezda);
var
S : Integer;
begin
Inc(HT);
Halda[HT] := H;
S := HT;
while (S > 1) and (PorovnejHvezdy(Halda[S], Halda[S div 2]) < 0) do begin
Prohod(Halda, S, S div 2);
S := S div 2;



end;
end;

{Vybere prvni hvezdu z haldy}
function Vyber(var HT : Integer; var Halda : PoleHvezd) : Hvezda;
var
S, T : Integer;
begin
Vyber := Halda[1];
Halda[1] := Haldal[HT];
Dec (HT) ;
S :=1;
while 2*S <= HT do begin
T := 0;
if PorovnejHvezdy(Halda[S], Halda[2*S]) > O then
T := 2%S;
if (2#S+1 <= HT) and (PorovnejHvezdy(Halda[S], Halda[2#S+1]) > 0) then
if PorovnejHvezdy(Halda[2xS], Halda[2*S+1]) > O then
T := 2%S+1;
if T > O then begin
Prohod(Halda, S, T);

S :=T;
end
else
S := HT;
end;

end;

{Setridi hvezdy podle souradnic}
procedure Setrid;

var
Halda : PoleHvezd; {Halda na trideni}
HT : Integer; {Pocet prvku v halde}
i : Integer;

begin
HT := 0;

{Vlozime prvky do Haldy}
for i := 1 to N do
Vloz(HT, Halda, H[il);
{Nyni je vybereme v setridenem poradi}
for i := 1 to N do
H[i] := Vyber(HT, Halda);
end;

{0Overi, zda jsou hvezdy symetricke podle daneho stredu}
function Over(Stred : Hvezda) : Boolean;
var
i : Integer;
begin
Setrid; {Setridi hvezdy podle souradnic}

for i := 1 to (N+1) div 2 do begin
{Je odpovidajici hvezda polozena symetricky?}
if (Stred.x - H[i].x <> H[N-i+1].x - Stred.x) or
(Stred.y - H[i].y <> H[N-i+1].y - Stred.y) or
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(Stred.z - H[i].z <> H[N-i+1].z - Stred.z) then begin
Over := False;
Exit;
end;
end;
Over := True;
end;

begin
Nacti;
NajdiStred(Stred) ;
if Over(Stred) then
WriteLn(’Stred symetrie lezi na pozici ’, Stred.x, ’, ’, Stred.y, ’, ’, Stred.z, ’.’%)
else
WriteLn(’Hvezdy nejsou symetricke podle zadneho stredu.’);
end.

P-1I1I-2 Knihovna

Nejprve u¢iime néasledujici pozorovani: Necht sg je sifka optimalni skiiné a necht mé tato skiin p polidek. Potom
existuji vysky w; > ... > w, policek a rozmisténi knih do skiiné se sitkou sy a polickami vysky wi,...,w, takové,
ze vysky knih v této skiini v pofadi zeshora dolii a v kazdé polic¢ce zleva doprava tvori nerostouci posloupnost (prvni
policka je ta nejvySe umisténa).

Prvni ¢ast pozorovani, o existenci vysek wy > ... > wy, je jednoducha — pokud vysky policek ve skiini seshora
dolt netvori nerostouci posloupnost, sta¢i policky (i s jejich obsahem) ve skiini pfeuspofddat. Nyni dokéZeme, Ze
existuje rozmisténi knih ve sk¥ini takové, ze vysky knih tvofi nerostouci posloupnost. Bez tjmy na obecnosti miizeme
predpokladat, ze v; > ... > vy. Uvazme rozmisténi knih do skiin€ takové, ze prvni policka obsahuje sy nejvyssich
knih, druhd sg nejvyssich knih mezi zbylymi knihami, atd., a v kazdé z policek vysky knih tvofi nerostouci posloup-
nost. Tvrdime, Ze vyska nejvyssi knihy v i—té policce je nejvyse wy, tj. v(;—1)so4+1 < w;. Pokud tomu tak neni, pak
(i — 1)sp + 1-t4 kniha musi byt v optimélnim FeSeni na jedné z prvnich ¢ — 1 policek, ale pak nékterd z (i — 1)sg
nejvyssich knih (feknéme ta s vyskou vg, 1 < k < (i —1)sg) neni v optimélnim FeSeni na jedné z prvnich i — 1 policek
— je tedy na j-té poli¢ce, j > 7. Potom ale w; < vi a tedy w; < v(;_1)so+1, COZ je poZadovana nerovnost.

Vsimnéme si, ze jsme v predchozim odstavci vlastné dokazali, ze ve vySe popsaném optimélnim feSeni jsou
vSechny policky aZ na tu posledni plné, tj. obsahuji pfesné sy knih. Zakladem naSeho programu bude funkce
existuje(s:integer), kterd pro danou siiku s rozhodne, zda existuje knihovna maximalni vysky 250 cm a $itky s,
do které lze umistit vSechny knihy. Optimalni hodnotu sy nalezneme pak metodou piileni intervalu, kterou lze na-
lézt v popisu Teseni tlohy P-I-2 doméciho kola. Samotna funkce zvoli za vysku i-té policky vysku v(;_1ys,41, COZ je
vyska nejvyssi knihy, kterou ulozime do i—té policky v feSeni popsaném v minulém odstavci. Nase funkce z vysek
jednotlivych polic¢ek snadno spocte vysku celé knihovny a ovéri, zda je nejvyse 250 cm.

Nyni odhadnéme ¢asové a paméfové naroky vyse popsaného programu. Nejprve potiebujeme setfidit N &isel,
coz lze uéinit uzitim nékterého ze standardnich algoritmt v ¢ase O(N log N). Casova slozitost funkce existuje je
O(N/s), nebot je v ni potieba se¢ist [N/s] ¢isel. Odtud jiz plyne, Ze ¢asové néroky celého naseho algorithmu jsou
majorizovany funkci O(N log N). Pokud si uvédomime, ze s = N/2 pii prvnim voldni funkce existuje, s = N/4
pfi druhém, atd., pak lze ¢asové naroky algoritmu bez Gvodniho setiidéni vysek knih dokonce odhadnout funkci
O(N). Pamétové naroky algoritmu lze odhadnout funkci O(N), nebot potiebujeme pole velikosti N na uloZeni vysek
jednotlivych knih.

program knihovna;
const MAXN=100;
VYSKA_MISTNOSTI=250;
var vyska: array[1..MAXN] of word; { vy8ky knih }
n: word; { pocet knih }
procedure utrid_vysky(il,i2:word);
{ quicksort }
var pivot: word;
w: word;



j1, j2: word;
begin
if i1>=i2 then exit;
pivot:=vyskal[(il+i2) div 2];
jl:=i1; j2:=1i2;
while (j1<j2) do
begin
while (vyskal[jill>pivot) do inc(j1);
while (vyska[j2]<pivot) do dec(j2);
w:=vyskal[j1]l; vyskalj1]:=vyskal[j2]; vyskalj2]:=w;
inc(j1); dec(j2);
end;
utrid_vysky(il,j2);
utrid_vysky(j1,i2);
end;
function existuje(s:word):boolean;
var v:word;
i:word;
begin
v:=1;
i:=1;
repeat
v:=v+vyska[i]+1;
i:=i+s;
until i>n;
existuje:=v<=VYSKA_MISTNOSTI
end;
var i:word;
sl,s2:word;
v:word;
begin
readln(n);
for i:=1 to n do read(vyskalil);
utrid_vysky(1,n);
if vyska[1]>VYSKA_MISTNOSTI-2 then

begin
writeln(’Pro zadané rozméry knih neexistuje knihovna!’);
halt;
end;
sl:=1; s2:=n;

while s1<s2 do
if existuje((s1+s2) div 2) then
s2:=(s1+s2) div 2
else
sl:=(s1+s2) div 2+1;
writeln(’Optimdlni Si¥ka sk¥iné je ’,sl,’ cm.’);
writeln(’Polet poliéek ve sk¥ini: ’,(n+s1-1) div s1);
i:=1; v:=1;
while (i<=n) do
begin
v:=v+vyskal[i]+1;
writeln(’Vyska policky: ’,vyskal[il,’ cm’);
write(’Vysky knih na poli&ce:’);
repeat
if (i>n) then break;



write(’ ’,vyskal[il,’ cm’);
inc(i);
until (i mod s1)=1;
writeln;
end;
writeln(’VysSka sk¥iné: ’,v,’ cm’);
end.

P-I1-3 Transformace

Pouzijeme myslenku podobnou té z feseni tlohy P-I-3 doméciho kola; problém ovsSem je, ze kdyz se ndm nyni
mohou pismena opakovat, naslednici nemusi byt jednoznacné urceni. Provedeme nasledujici ivahu:

Méme déan posledni sloupec, jeho setfidénim dostaneme prvni sloupec. Dale mame danu pozici slova, které bylo
zakédovéano, v set¥idéné tabulce, tedy zndme jeho prvni pismeno; necht je to z. Toto pismeno se ndm muze v prvnim
sloupci vyskytovat vicekrat, na pozicich odpovidajicich slovim zvi, zvs, ..., zvg, kde zv; < zvy < ... < 2.
Z toho ovSem plyne také viz < vox < ... < vz, a tedy je-li zv; zakédované slovo, wx j-té (v abecednim potadi)
slovo konéici na x, musi platit w = v;. Nyni mizeme cely postup opakovat (pozice, na niz je prvni pismeno zbytku
zakédovaného slova, je ta, na niz je v poslednim sloupci j-té pismeno x).

Algoritmus je jiz pouze pfimocarym piepisem této myslenky. Implementace tohoto algoritmu je pomérné jedno-
duché; misto komplikované prace s dvojicemi (pismeno, pozice) je vyhodnéjsi si pismena v poslednim sloupci oéislovat
(pismenu pfifadime jeho index v poslednim sloupci) a po setfidéni (pfihradkovym t¥idénim, abychom doséhli linearni
Casové slozitosti) pracovat pouze s témito indexy.

Casové i pamétova slozitost algoritmu jsou opét linearni.
program transformace;
const MAX = 10000;
var prvni_sloupec : array[l .. MAX] of integer;

posledni_sloupec : string;

radek, delka, i, 1 : integer;

buckets: array[char] of integer;

ch : char;
begin

{nacteni a ocislovani}

readln (posledni_sloupec);

readln (radek);

delka := length (posledni_sloupec);

for ch := #0 to #255 do buckets[ch] := 0;
for i := 1 to delka do

inc (buckets[posledni_sloupec[il]);

{setrideni}
1 :=1;
for ch := #0 to #255 do
begin
i:=1;
inc (1, buckets([ch]);
buckets[ch] := i;
end;
for i := 1 to delka do
begin
ch := posledni_sloupec[i];

1 := buckets[ch];

inc (buckets([ch]l);

prvni_sloupec[l] := i;
end;



{vypis}
for i:=1 to delka do

begin
write (posledni_sloupec[prvni_sloupec[radek]]);
radek := prvni_sloupec[radek];
end;
writeln;

end.

P-II-4 Reverzibilni vypoéty: Ourad

Podobnost tlohy s po¢itdnim vzdalenosti vrchola (tj. délky nejkratsi cesty mezi nimi) v orientovaném grafu jisté
neni ndhodné, drzme se proto i my grafové analogie: Jednotlivé budovy Oufadu jsou pro nas vrcholy, potrubi mezi
nimi orientovanymi hranami grafu a A neni ni¢im jinym neZ matici sousednosti grafu. Nabizi se pouZit prohledavani
grafu do $ifky, ovSsem musime je naleZité upravit, aby bylo reverzibilni.

Vrcholy grafu si rozdélime do vrstev: i-ta vrstva W,; bude obsahovat pravé ty vrcholy, jejichz vzdalenost od vr-
cholu z je rovna 4. Vrstev je proto nejvySe n a mizeme je snadno zkonstruovat indukci: do Wy padne vrchol z a
zadny dalsi; kdyz méame sestrojeny vrstvy Wy az W;_1, tak do W; patii pravé ty vrcholy w, do kterych vede hrana
z néjakého vrcholu v € W;_; (tedy existuje cesta délky ¢ z  do w) a w & W; pro j < i (neexistuje zadnd kratsi
cesta).

To je bezpochyby reverzibilni postup — pfi konstrukci vrstvy nijak neménime vrstvy uz spocitané; nakonec
najdeme ¢islo vrstvy, do které padl vrchol y, to vydame jako vysledek a vsechny informace o vrstvach opét odpocitame.
Tak dostaneme feSeni s ¢asovou slozitosti O(n3) a prostorovou slozitosti O(n?). Vsimnéme si jesté dvou drobnosti:

(1) Ackoliv vrstev miZe byt az n a v kazdé z nich az n — 1 vrchold, lze je ulozit efektivnéji, protoze ve vSech
vrstvach dohromady je nejvyse n vrcholi. Staéi je vSechny naskladat za sebe do jednoho pole (fikejme
mu t¥eba V') a nechat druhé pole S ukazovat, kde v poli V' ktera vrstva zacina. Vrcholy ve vrstvé W;

tedy budou uloZeny v prvcich Vg, az Vg, , 1.

(2) Reverzibilita programu neni pfili§ naklonéna znackovani vrcholi. KdyZ si totiz budeme v néjakém poli
pro kazdy vrchol pamatovat, zda jsme v ném jiz byli, a pripadné jej pak oznackujeme, feknéme takto:
if UzJsemTamByl[i]=0 then begin
{ objevil jsem novy vrchol a nékam si ho zapisu }
UzJsemTamByl [i] += 1;
end;

dostaneme se do sporu s reverzibilitou podminek: po ukonceni prikazu if nepozname, zda byla pod-
minka splnéna ¢i nikoliv, protoze UzJsemTamByl[i] bude vzdycky jednicka. To piesné nas jazyk zaka-
zuje. Nastésti nas zachrani jednoduchy trik: pokud dokazeme zajistit, abychom v ramci jedné vrstvy
na kazdy vrchol narazili nejvySe jednou, stadi si u kazdého vrcholu zapamatovat (k tomu budeme po-
uzivat pole L), ve které vrstvé byl objeven, a pokud dosud objeven nebyl, tak néjaké dostatecéné velké
¢islo inf. Test se zméni na:

if L[i] >= TatoVrstva then begin
{ objevil jsem novy vrchol a nékam si ho zapisu }
L[i] -= inf - TatoVrstva;
end;

a to uz je korektni: platnost podminky v této vrstvé se totiz prenastavenim L[i] nezmeéni, ale v dalsich
vrstvach jiz spravné pozname, ze vrchol byl zpracovan.
Zde je program vyuzivajici oba popsané triky:
procedure Zkoumej(var n:word; var A:array [1..n] of array [1..n] of bit; var x,y,d:word);
var inf,cnt:word;
var L,V,S:array [0..n] of word;
begin
wrap begin
inf += n+1; { "nekoneé&na vzdalenost" }



for var i = 1 to n do { L[i] = inf }

L[i] += inf;
V[0] += x; nultd vrstva: vrchol x ... }
L[x] -= inf; . ve vzdalenosti O ... }
S[1] += 1; . a Zadny dalsi }

hledame dal8i vrstvy }
zatim prazdna }

for var 1 = 1 to n-1 do begin
S[i+1] += S[il;
for var w = 1 to n do

P e )

if L[w] >= i then { nezatazenjy vrchol }
wrap
for var j = S[i-1] to S[i]-1 do { vede do né&j hrana z vrstvy i-17 }
if A[V[j]][w]l=1 then
cnt += 1
on if cnt>0 then begin { ano => pridat do i-té vrstvy }
VIS[i+1]] += w;
S[i+1] += 1;
L[w] -= inf-i { L[w] >= i stale plati }
end
end
end
on d += L[y] { vratime vysledek }

end;

Zbyvé jesté dodat, Ze prostorova sloZitost procedury je linedrni a ¢asovd kvadratickd (inicializace je linedrni, vse
mimo cyklu fizeného proménnou j kvadratické a vnitiek zbylého cyklu se provede pro kazdy vrchol j pravé n-krat,
takze je dohromady také kvadraticky).

Pozndmka: Pokud bychom se vzdali polynomialni ¢asové slozitosti, existovala by prostorové jesté efektivnéjsi reseni.
Jedno z nich je zaloZzeno na nésledujici tvaze: hledam-li cestu délky I z = do y, pak je budto [ < 2 (tehdy je tloha
trivialn{) nebo cesta musi mit n&jaky stfedni vrchol ve vzdélenosti |1/2]. Vyzkousim proto postupné vSechny vrcholy
a pro kazdy z nich si rekurzivnim zavolanim téZze funkce pro obé poloviny cesty a polovicéni [ ovéfim, zda existuje
pfislusna polovina cesty. Hloubka rekurze je maximélné [log,!] = O(logn), dosdhneme tedy prostorové slozitosti
O(logn) za cenu drastického zpomaleni na n®(°g7),



