52. ro¢nik Matematické olympiady — 2002/2003

Komentare k ulohdm domdciho kola kategorie P

Tento pracovni material neni uréen pifimo studentiim — fesSitelim olympiddy. Ma pomoci ucitelim na skolach
pfi pfipravé konzultaci a pracovnich seminaii pro fesitele soutéze, pracovnikim krajskych vyborid MO slouzi jako
podklad pro opravovani uloh domaciho kola MO kategorie P. Studenttim lze tyto komentafe poskytnout aZ po terminu
stanoveném pro odevzdani feseni iloh doméciho kola MO-P jako informaci, jak bylo mozné tlohy spravneé resit, a pro
jejich odbornou pfipravu na tGcast v krajském kole soutéze.

P-1I-1 Cajovnik

Pro feseni tlohy si vypuj¢ime terminologii z teorie grafii. Vyznamna mista na ¢ajovniku budeme nazyvat vrcholy,
Casti kmene ¢ajovniku mezi dvéma vyznamnymi misty pak hrany. Vrcholy spolu s hranami si pojmenujeme strom
(pokud bychom chtéli byt opravdu pfesni, méli bychom jej nazvat grafem. My ale vime, Ze nas ¢ajovnik nemd zadny
cyklus a graf s touto vlastnosti se nazyva strom). Pocet hran, které vedou z néjakého vrcholu v (tedy vlastné pocet
¢asti kmene, které vedou z vyznamného mista v), nazveme stupném vrcholu v.

Nejdfive si vSimneme, Ze kazdy strom s alespont dvéma vrcholy mé alespoii jeden vrchol stupné jedna (takovyto
vrchol se nazyva list). Tento vrchol miizeme snadno nalézt nasledovné. Zacneme strom prohledavat v libovolném
vrcholu. Pokud jesté nejsme v listu, pfejdeme do libovolného sousedniho (tzn. pfipojeného hranou) vrcholu, ve kterém
jsme dosud nebyli. Jelikoz ve stromu nejsou cykly, musi takovyto vrchol vzdy existovat. Protoze vrcholt je konecny
pocet, musime jednou skonéit — a to mizeme pouze v listu.

Nyni ukdZeme, Ze soucet stupii vSech vrcholtl v libovolném stromu je 2N — 2 (kde N je pocet vrcholit). Naopak
plati, ze mame-li N kladnych celych cisel se sou¢tem 2N — 2, pak existuje strom s IV vrcholy majicimi tyto stupné.
7 toho uz je jasné, Ze stacl zjistit, zda je soucet Cisel na vstupu roven 2N — 2, a podle vysledku vypsat patfi¢nou
Zpravu.
Prvni tvrzeni dokdzeme indukci podle poctu vrcholi. Strom o dvou vrcholech obsahuje jedinou hranu. Soucet
stupnil vrchold je tedy 1+ 1 = 2 a naSe tvrzeni plati. Pokud ma strom vice vrcholi, vime z predchoziho pozorovani,
7e m4 list. KdyZ tento list odebereme (tedy zrusime vrchol a hranu, kterd ho pfipojuje ke zbytku stromu), ziskdme
zfejmé opét strom. Pro néj z indukéniho pfedpokladu plati, Ze soucet stuptii je 2 - (N — 1) — 2 = 2N — 4. Protoze
v puvodnim stromu mél jeden vrchol stupen o jedna vyssi (ten, ke kterému byl pfipojen list) a byl v ném navic list,
je soucet stupnit v pivodnim stromu 2N —4 4+ 2 = 2N — 2. Tim je prvni tvrzeni dokazano.
Druhé tvrzeni dokdzeme indukei dle poc¢tu ¢lent posloupnosti: Necht mame posloupnost dvou kladnych celych
Cisel, jejichz soucet je 2-2 — 2 = 2. Tato ¢isla tedy mohou byt pouze dvé jednicky. Pro né jsou zfejmé odpovidajicim
stromem dva vrcholy spojené hranou. Pokud ma posloupnost vice nez dvé ¢isla, musi zfejmé obsahovat alespon jednu
jednicku (jinak by soucet N éisel byl alespoti 2N a ne 2N — 2). Analogicky musi také obsahovat alespoii jedno ¢islo
vétsi nez jedna. Kdyz z posloupnosti vypustime jednu jednicku a jedno z ¢isel vétSich nez jedna sniZzime o jedna,
ziskdme posloupnost ¢isel o jedna kratsi se souétem 2N — 2 —2 =2 (N — 1) — 2. Z indukéniho pfedpokladu tedy
existuje strom na N — 1 vrcholech s pfislusnymi stupni vrchold. Kdyz do stromu pfiddme jeden list a pripojime
ho hranou k vrcholu, ktery odpovida ¢islu, jez jsme zmensovali o jednicku, ziskdme presné strom pro nasi puvodni
posloupnost. Tim je dokdzano i druhé tvrzeni.
Casov slozitost algoritmu je O(N), pamétova O(1).
program Caj;
var
N, i, Suma, Casti : Integer;
vstup, vystup : Text;

begin
Assign(vstup, ’caj.in’);
Assign(vystup, ’caj.out’);
Reset (vstup) ;
Rewrite(vystup) ;
Suma := 0;
Readln(vstup, N);
for i := 1 to N do begin



Read (vstup, Casti);
Suma := Suma + Casti;
end;
if Suma = 2*(N-1) then
WriteLn(vystup, ’EXISTUJE’)
else
WriteLn(vystup, ’NEEXISTUJE’);
Close(vstup);
Close(vystup);
end.

P-I-2 Knihovna

Pfedvedeme si dvé mozna FeSeni této tilohy. Obé jsou zaloZena na metodé zvané dynamické programovani: Uloha,
se nejprve vyresi pro podilohu velikosti 1. Tohoto feSeni se pouZije pro nalezeni feSeni podulohy velikosti 2. Takto
nalezenych reseni se pouzije pro vyfeseni podulohy velikosti 3 atd. V nasem piipadé bude velikost podilohy urcena
poctem knih, které chceme do sk¥iné umistit.

Prvni feSeni je zaloZeno na vytvoreni dvojrozmérného pole A o rozmérech N x V', kde N je celkovy pocet knih,
které mame do skiiné umistit, a V' je maximalni vyska sk¥iné; V je v nasem pfipadé rovno 250 podle zadani dlohy.
Hodnota A[i, j],0 <i < N,1 < j <V uddvi minimalni moznou §ifku skiiné vysky j, do které lze umistit prvnich ¢
knih. Pokud do skiiné vysky j prvnich ¢ knih nelze umistit, tj. n€kterd z téchto knih je vyssi nez 5 — 2 cm, pak
je hodnota A[i, j] rovna né&jaké specidlni hodnoté, napf. —1. PopiSeme si, jak lze v ¢ase O(N) spocitat hodnotu
Alio, jo], méme-li jiz spoéitany hodnoty A[i, j] pro ¢ < ig. Pokud je ig = 0, pak zfejmé Alig, jo] = 0 cm. Pokud
existuje 7,1 <1 < ig, takové, ze vyska v; i-té knihy je vétsi nez jo — 2 cm, pak prvnich ¢ knih nelze do skiiné vysky jo
umistit a Alig, jo] bude rovno —1. Ve zbylych pfipadech uréime hodnotu A[ig, jo] nasledovné: Pro 0 <4 < ig zkusime
umistit na posledni poli¢ku sk¥iné (i + 1)-ni az ip-tou knihu a prvnich ¢ knih ddme na pfedchdzejici policky; vyska
posledni politky by tedy musela byt alespofi v = max;1<k<i, Vx & mizeme piedpokladat, Ze je pravé v. Sitka této
policky musi byt alesponi ig — i. Pokud A[i, jo — v — 1] je rovno —1, pak nelze vytvofit skiiti vysky jo, kterd by
obsahovala prvnich iy knih a na posledni poli¢ce by z nich méla poslednich iy — i. V opac¢ném piipadé je nejmensi
Sirka skiiné vysky jg, kterd obsahuje prvnich ig knih a na posledni poli¢ce mé z nich umisténo poslednich ig — i,
rovna max{Al[i, jo — v — 1],4p — i}. Nejmensi z téchto vyrazi pro 0 < i < iy bude roven hledané hodnoté Alig, jo)-
Vyse popsany vypocet lze provést v ¢ase O(N), budeme-li postupovat od i = ig — 1 k ¢ = 0; v takovém piipadé lze
v = max;{1<k<i, Vx Spoclitat z v pro hodnotu ¢ o 1 vétsi v konstantnim ¢ase. Hodnota pole A[N,250] je hledanou
minimélni moznou $itkou skfiné. Pokud chceme zaroven nalézt i rozmisténi knih do skiiné a vysky jednotlivych
policek, zavedeme si jesté pomocné pole Bli, j,0 < ¢ < N,1 < j < V, do jehoz polozky Blig, jo| si pfi vypoctu
hodnoty Alig, jo] ulozime to i, pro které je $itka skiiné minimdlni pii vysce jo. Z hodnoty B[N, 250] uréime pocet
knih, které jsou v optimélnim feseni na posledni policce; tato hodnota ndm umozni spocitat vysku skiiné bez posledni
policky a pocet knih v téchto polickach. Z prislusné hodnoty v poli B uré¢ime pocet knih na predposledni policce a
takto postupujme, dokud nedosdhneme prvni policky. Vzhledem k velikosti pole A jsme si pravé popsali algoritmus,
jeho# ¢asovd slozitost je O(V N?) a pamétova slozitost O(V N).

Nyni si popiseme druhé mozné feseni. Nejprve si ukdzeme, jak lze v ¢ase O(N?) rozhodnout, zda lze knihy
umistit do skiiné §fiky s a vysky V. K tomu si vytvofime pomocné pole Afi],0 < i < N, které uddvad minimalni
vysku skiiné sifky s, do které 1ze umistit prvnich ¢ knih. Pokud A[N] > V, pak knihy nelze umistit do sk¥iné sifky s
a vysky V; v opaéném piipadé je lze do skiiné s témito rozméry umistit. K uréeni hodnot v poli A opét pouzijeme
dynamické programovéni. Hodnota A[0] je 1 cm, coZ je specidlni pfipad obecného vztahu ,soudet vysek polidek +
(podet policek + 1) x 1 em* pro vysku skiiné. PopiSeme, jak lze ur¢it hodnotu A[ig], pokud zndme hodnoty A[i]
pro 0 < i < 4g. Zvolme 19 — s < i < ip; na posledni policku chceme umistit v takovémto pripadé poslednich iy — ¢
knih (proto podminka iy — s < i). Vyska skiiné je pak rovna A[i] + 1 + max;<p<;, Vk; nejmensi z téchto vyrazl
pro i, ig — s <14 < ip je hledana hodnota A[ig]. Hodnotu A[ig] lze spocitat v ¢ase O(N), pokud budeme postupovat
odi=1y—1ki=1iy—s (potom lze max;<p<;, vy spocitat z hodnoty pro ¢ + 1 v konstantnim ¢ase). Popsana
procedura v ¢ase O(N?) s paméti O(N) rozhodne, zda lze zadanych N knih umistit do skiiné &iiky s a vysky V.
Zbyvé popsat, jak 1ze tuto proceduru pouzit pro vyteseni ptivodni tlohy. Nejprve zkontrolujeme, Ze vyska vSech knih
je nejvySe V — 2 cm = 248 cm a tedy ze knihy lze viibec umistit do néjaké sk¥iné vysky V. K urCeni minimalni
$itky so skfiné pouzijeme metodu zvanou pileni intervalu. Budeme si udrzovat dvé proménné s; < so, které nam
budou ohranicovat mozny interval, ve kterém je hledana sitka sg, tj. s1 < sg < so. Nejprve polozime s; = 1 a
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s2 = N. V kazdém kroku zvolime s = [ (s1 + s2)/2] a pomoci vySe popsané procedury zkontrolujeme, zda lze nasich
N knih umistit do sk¥iné vysky V a sifky s. Pokud knihy lze do takové skfiné umistit, polozime s; = s; v opacném
pripadé polozime s; = s+ 1. Cely postup opakujeme, dokud se hodnoty s; a so 1isi, tj. dokud nanelezneme hledanou
hodnotu sg. VSimnéte si, ze v kazdém kroku se rozdil so — s1 zmensi alespot o 1 (kdybychom p#i volbé s pouzili
horni celou ¢ast misto dolni celé ¢asti, nebylo by toto tvrzeni pravdivé) a tento rozdil se zmensi zhruba na polovinu.
Tedy po O(log N) krocich nalezneme hledanou optimalni ifku skiiné sg. Vysky poli¢ek a rozmisténi knih lze nalézt
podobné jako v predchézejicim algoritmu zavedenim pomocného pole B, do kterého si budeme uklddat pocet knih
na posledni poli¢ce v optimalnim feseni. Celkova ¢asovd sloZitost pravé popsaného algoritmu je tedy O(N%log N) a
pamétova slozitost je O(N).

Zbyva vytesit otdzku, ktery ze dvou popsanych algoritmi je lepsi. Odpovéd je, Ze ani jeden neni lepsi. Vzhledem
k zad4ni tlohy, kde V je omezeno, je ¢asova slozitost prvniho algoritmu sice O(N?) a paméfova pouze O(N),
ale multiplikativni konstanta skryta ve ,velkém O% je linearni s V; na druhou stranu pamétova slozitost druhého
algoritmu je pouze O(N), kde multiplikativn{ konstanta je nezavisld na vysce. Dle vySe popsaného postupu dokonce
druhy algoritmus pracuje s poli, ktera jsou 250-krat mensi. Stejné v ¢asové slozitosti ¢len log N bude mensi nez ¢len V
vyskytujici se v ¢asové slozitosti prvniho algoritmu. Prvni algoritmus je tedy pro omezenou vysku V asymptoticky
lepsi, ale ve skutecnosti bude lepsi nez druhy popsany algoritmus az pro velmi velké hodnoty N. Lze tedy Tici, ze
druhy algoritmus je pouzitelnéjsi.

program p_1_2;
{ Re&eni tulohy P-I-2 verze 1 }
const MAXN=100;
VYSKA_MISTNOSTI=250;
var vyska: array[1l..MAXN] of word; { vysky knih }
n: word; { poéet knih }
A: array[0..MAXN,1..VYSKA_MISTNOSTI] of integer;
{ pole minimalnich Sifek sk¥iné }
B: array[0..MAXN,1..VYSKA_MISTNOSTI] of word;
{ poéty knih na posledni poliéce
v optimdlnim FeSeni }
function max(a,b:longint):longint;
begin
if a<b then max:=b else max:=a
end;
procedure vypis(n: word; v: word);
var i,k:word;
begin
if n=0 then
begin
writeln(’Vyska sk¥iné: ’,VYSKA_MISTNOSTI-v+1,’ cm’);
exit;
end;
k:=0;
for i:=n-B[n,v]+1 to n do k:=max(k,vyskalil]);
vypis(n-B[n,v],v-k-1);
writeln;
writeln(’Vyska policky: ’,k,’ cm’);
write(’Knihy na poliéce:’);
for i:=n-B[n,v]+1 to n do write(’ ’,i,’(’,vyskalil,’ cm)’);
writeln;
end;
var i,j,k: word;
maxvyska: word;
begin
readln(n);
for i:=1 to n do read(vyskalil);



for i:=1 to n do
if vyska[i]>VYSKA_MISTNOSTI-2 then
begin
writeln(’Pro zadané rozméry knih neexistuje knihovna!’);
halt;
end;
for j:=1 to VYSKA_MISTNOSTI do A[0,j]:=0;
for i:=1 to n do
for j:=1 to VYSKA_MISTNOSTI do
begin
maxvyska:=vyskal[i];
Ali,j]:=-1;
for k:=1 to i do
begin
maxvyska:=max (maxvyska,vyska[i-k+1]);
if maxvyska+2>j then break;
if A[i-k,j-maxvyska-1]=-1 then continue;
if (A[i,jl=-1) or (A[i,jl>max(A[i-k,j-maxvyska-1],k)) then

begin
Ali,j]:=max(A[i-k,j-maxvyska-1],k);
B[i,j]:=k;
end;
end;
end;
if A[n,VYSKA_MISTNOSTI]=-1 then
begin
writeln(’Pro zadané knihy nelze knihovnu navrhnout.’);
halt;
end;

writeln(’Optim&lni $i¥ka sk¥iné je ’,A[n,VYSKA_MISTNOSTI],’ cm.’);
vypis(n,VYSKA_MISTNOSTI) ;
end.

program p_1_2;

{ ReSeni tlohy P-I-2 verze 2 }

const MAXN=1000;
VYSKA_MISTNOSTI=250;

var vyska: array[1l..MAXN] of word; { vysky knih }
n: word; { pocet knih }
function lze_skrin(s: word; v: word; vypisovat: boolean) :boolean;
var A: array[0..MAXN] of word; { pole s minimdIlnimi v§jSkami knihoven }
B: array[1..MAXN] of word; { pole s po&ty knih na poli&kach }

maxvyska: word;
i, j: word;
begin
A[0]:=1;
for i:=1 to n do
begin
maxvyska:=vyska[i];
A[i]:=A[i-1]+maxvyska+1;
B[i]:=1;
ji=i-1;
while (j>0) and (i-j<s) do
begin
if maxvyska<vyskal[j] then maxvyska:=vyskalj];
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if A[i]>A[j-1]+maxvyska+l then

begin
A[i]:=A[j-1]+maxvyska+1;
B[i]:=i-j+1;
end;
dec(j);

end
end;
lze_skrin:= A[n] <= v;
if not(vypisovat) then exit;
i:=n;
writeln(’Vy8ka sk¥ing: ’,A[n],’ cm.’);
writeln(’Vysky polilek ve sk¥ini a jejich naplnéni knihami od spodu knihovny:’);
while i>0 do
begin
writeln;
writeln(’Vy8ka policky: ’,A[i]-A[i-B[i]]-1,’ cm’);
write(’Knihy v policéce:’);
for j:=i-B[il+1 to i do
write(’ ’,j,’(C’,vyskal[jl,’ cm)’);

writeln;
i:=i-B[i];
end

end;
var i:word;
sl,s2:word;
begin
readln(n);
for i:=1 to n do read(vyskalil);
for i:=1 to n do
if vyska[i]>VYSKA_MISTNOSTI-2 then
begin
writeln(’Pro zadané rozméry knih neexistuje knihovna!’);
halt;
end;
sl:=1; s2:=n;
while s1<s2 do
if lze_skrin((s1+s2) div 2, VYSKA_MISTNOSTI, false) then
s2:=(s1+s2) div 2
else
sl:=(s1+s2) div 2+1;
writeln(’Optimdlni Si¥ka sk¥iné je ’,sl,’ cm.’);
lze_skrin(s1,VYSKA_MISTNOSTI,true);
end.

P-1I-3 Transformace

Mame zadan posledni sloupec setfidéné tabulky. Zakladni myslenka celého feSeni spociva v tom, ze timto je dan
i prvni sloupec — staci setfidit pismena posledniho sloupce podle abecedy. Nyni vyuzijeme toho, Ze jednotlivé radky
tabulky vznikly rotaci néjakého fetézce; tedy je-li na nékterém rfadku v prvnim sloupci pismeno x a v poslednim
sloupci pismeno y, znamend to, Ze v puvodnim Fetézci bylo pismeno x za pismenem y (brano cyklicky — tedy za
poslednim pismenem nésleduje prvni). Vzhledem k tomu, Ze kazdé pismeno se v fetézci vyskytuje nejvyse jednou,
n tadkl tabulky ndm jiz urcuje poradi pismen v ptivodnim fetézci az na rotaci. Navic mame zadano, na kterém
radku se vyskytuje nami hledané slovo; tim mame urceno jeho prvni pismeno.

Sestrojit na zakladé této myslenky algoritmus je jiz jednoduché. Pismena zadaného fetézce si setfidime podle
abecedy (vzhledem k tomu, Ze hodnoty jsou z omezeného rozsahu, nabizi se pfihrddkové t¥idéni) a vyrobime si
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tabulku, v nizZ bude kazdému pismenu pritfazeno jemu odpovidajici nasledujici pismeno. Pak za¢neme od pismene,
0 ném7 vime, Ze je prvni, a postupujeme od néj po naslednicich, pfi¢emz rovnou vypisujeme vysledek, dokud se
k tomuto pismeni nevratime.

Casovéa i pamétova slozitost algoritmu jsou zjevné linedrni v délce zadaného fetézce.

program bw;
const MAX = 100;
type slovo = array[1l..MAX] of char;
var prvni_sloupec, posledni_sloupec : slovo;
radek : integer;
delka : integer;
buckets : array[char] of boolean;
naslednik : array[char] of char;
s : string;
i, 1 : integer;
ch : char;

begin
readln (s); { nac¢teni zadani }
delka := length (s);
for i := 1 to delka do
posledni_sloupec[i] := s[i];
readln (radek);

for ch := #0 to #255 do { bucket sort }
buckets[ch] :=false;
for i := 1 to delka do
buckets [posledni_sloupec[i]] :=true;
1 :=0;
for ch := #0 to #255 do
if buckets[ch] then
begin
inc (1);
prvni_sloupec[l] := ch;
end;

for i:=1 to delka do { uréeni nasledniki }
naslednik[posledni_sloupec[i]] := prvni_sloupec[i];

ch := prvni_sloupec[radek]; { vypis }
for i := 1 to delka do
begin
write (ch);
ch := naslednik[ch];
end;
writeln;
end.

P-1-4 Reverzibilni vypoéty: Policko pole
Poli¢it na pozici prislusného prvku prohledédvanim pole policko po poli¢ku pfinese pozadovanou proceduru,
presto ponékud pomalou. Pokrac¢ujme proto, pratelé, v premysleni:

Sestrojime reverzibilni verzi bindrniho vyhledavani, misto tradi¢niho zapisu pomoci cyklu while ovsem po-
uzijeme rekurzi. Zavedeme si podproceduru Hledej(var 1,p:word), kterd bude vyhledavat hodnotu co v tseku
X1, Xi141,..., X, a vysledek pficte k proménné kde. Zaridi to tak, Ze si nejdfive spocte pozici prostiedniho prvku
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X zadaného useku (pokud mé tsek sudou délku, zaokrouhlime libovolnym smérem) a podle jeho hodnoty zjisti,
ve které poloviné tiseku ma hledani pokracovat: pokud X,, < co, pak od m+1 do r, je-li X,,, > co, tak od [ do m—1.
Na tento tsek pak zavolame tutéz proceduru rekurzivné, ale nesmime zapomenout, az se vrati, m jesté odpocitat.
Nastane-li kdykoliv pfi porovnavani rovnost, pravé jsme hodnotu co nasli a po zvyseni kde o m se z procedury
vracime. Dospéjeme-li v rekurzi k tseku nulové délky (r < [), vracime se s prazdnou, tedy aniz bychom kde jakkoliv
meénili.
Podle tohoto algoritmu jiz snadno vytvorime program, pro odpocitavani v ném pouzijeme piikaz wrap:
procedure Najdi(var n:word; var X:array [1..n] of word; var co,kde:word);

var one:word;

procedure Hledej(var 1,r:word);

var m:word;

begin
if 1<=r then { t4sek neni prazdny }
wrap m += (l+r) div 2 { spocteme st¥ed }
on
if X[m]=co then { nag&li jsme }
kde +=m
else if X[ml<co then begin { postoupime do pravého useku }
wrap m += 1
on Hledej(m,r)
end
else begin { do levého }
wrap m —= 1
on Hledej(1,m)
end
end;
begin

wrap one += 1
on Hledej(one,n)
end;

Postoupime-li v rekurzi o troven hloubéji, zmensi se prohledavany tsek minimalné o polovinu, takze po nejvyse
[logyn] rekurzivnich volanich budto hledanou hodnotu odhalime nebo dospé&jeme k tseku nulové délky, kde re-
kurze rovnéz kondi. Casova slozitost tedy ¢ini O(logn) a paméfova taktéz (pro kazdou tiroveti rekurze spotiebujeme
konstantni mnozstvi paméti).



